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Resumo
A AIDS (S´ındrome da Imunodeficieˆncia Adquirida) e´ uma s´ındrome proveniente de um pro-
cesso de imunodeficieˆncia decorrente de infecc¸a˜o pelo HIV que se tornou um problema mundial
de sau´de. Este trabalho apresenta um modelo matema´tico que descreve a evoluc¸a˜o de uma
populac¸a˜o HIV positiva (assintoma´tica), para a manifestac¸a˜o da AIDS (sintoma´tica). Tal mo-
delo e´ dado por um sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias, cuja taxa de transfereˆncia, λ,
da populac¸a˜o assintoma´tica para a sintoma´tica, e´ um paraˆmetro fuzzy que depende da carga
viral e do n´ıvel de CD4+ dos indiv´ıduos infectados. A partir deste modelo, determinamos
a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica para grupos populacionais com caracter´ısticas
espec´ıficas. A esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica e´ determinada supondo, inicial-
mente, que a taxa de transfereˆncia depende apenas da carga viral e posteriormente do n´ıvel
de CD4+. Determinamos tambe´m a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o sintoma´tica supondo a
taxa de transfereˆncia dependendo da carga viral e do n´ıvel de CD4+. O modelo na˜o considera
tratamento dos indiv´ıduos HIV-positivos. Por ser necessa´rio obter soluc¸o˜es para o modelo pro-
posto, sugerimos tambe´m um me´todo para encontrar uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial
na˜o-autoˆnoma a partir de uma equac¸a˜o diferencial autoˆnoma. Ale´m disso, iniciamos um es-
tudo para caracterizar a taxa de retorno γ de uma populac¸a˜o sintoma´tica para assintoma´tica.
Supo˜e-se que esta taxa e´ dependente da carga viral e do n´ıvel de CD4+. Neste caso admite-se
que a populac¸a˜o recebe tratamento com terapia anti-retroviral. A modelagem desta taxa de
retorno, assim como a de transfereˆncia, foi feita utilizando informac¸o˜es de especialistas da
a´rea.
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Abstract
AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome) is a syndrome proceeding from the process
of immunodeficiency resulting from infection HIV which became a world wide problem of
health. This work suggests a mathematical model of the evolution of HIV positive population
for manifestation of AIDS. The model is given by an ordinary differential equation system,
whose transference rate, λ, from asymptomatic population to symptomatic, is a fuzzy para-
meter that depends on the viral load and on the CD4+ level of the infected individuals. In
this model, we determine the fuzzy expectancy of the asymptomatic population for specific
population groups. The fuzzy expectancy of the asymptomatic population is calculated with
the transference rate depending only on viral load and, posteriorly, depending on the CD4+
level. We also find the fuzzy expectancy of the symptomatic population with the transference
rate depending on the viral load and the CD4+ level. We do not consider treatment with
anti-retroviral therapy in the model. To provide solutions for the model, we suggest a method
to find a solution of a non-autonomous differential equation from an autonomous equation. We
also begin the study of the return rate γ from the symptomatic to asymptomatic population,
and suppose that it depends on the viral load and CD4+ level. In this case we assume that
the population is under treatment with anti-retroviral therapy. As in the case of transference
rate, the model of the return rate is developed using expert knowledge.
v
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o
A S´ındrome da Imunodeficieˆncia Adquirida (AIDS) foi reconhecida em meados de 1981,
nos EUA, como uma nova doenc¸a que compromete o sistema imunolo´gico. E´ uma s´ındrome
proveniente de um processo de imunodeficieˆncia decorrente de infecc¸a˜o pelo HIV (v´ırus de imu-
nodeficieˆncia humana). Os meios de transmissa˜o cientificamente comprovados sa˜o: relac¸o˜es se-
xuais com portadores de HIV; transfusa˜o de sangue contaminado; uso de seringas ou materiais
ciru´rgicos contaminados; via placenta, leite materno e pelo contato entre mucosas.
Nos u´ltimos vinte anos, desde que foi identificado, a infecc¸a˜o pelo HIV transformou-se em
uma epidemia de projec¸a˜o mundial. De acordo com os dados estimados pela Organizac¸a˜o
Mundial de Sau´de (Dezembro 2001) existem 40 milho˜es de pessoas vivendo com AIDS, sendo
que destes, 28.1 milho˜es sa˜o africanos. Hoje a mole´stia atingiu tal magnitude, indicando-nos
que nos deparamos com mais um problema biolo´gico, de grande repercussa˜o social e econoˆmica.
O v´ırus pertence a uma grande famı´lia de retrov´ırus, da qual fazem parte o HIV1 e o HIV2,
com va´rios subtipos para cada um deles, detectados em indiv´ıduos infectados de diferentes
regio˜es geogra´ficas. Classificam-se, assim, os isolados de HIV1 em dois grupos, M (major) e
O (outlier). No grupo M, identificam-se nove subtipos (A,B,C,D,E,F,G,H e I), e no grupo O,
apenas um. Em relac¸a˜o ao HIV2 descrevem-se cinco subtipos:A,B,C,D e E. No Brasil, por
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exemplo, 90% dos portadores possuem o HIV1B.
Os testes padra˜o que indicam a contaminac¸a˜o podem ser baseados tanto na presenc¸a de
anticorpos se´ricos1 anti-HIV, quanto na detecc¸a˜o direta do v´ırus. Utiliza-se para diagno´stico
da infecc¸a˜o pelo HIV o me´todo de ELISA (Enzime-linked immunosorbent assay). Contu-
do, como tal teste e´ muito sens´ıvel, utiliza-se tambe´m, o teste confirmativo de Western-blot
(transfereˆncia de prote´ınas) que tambe´m pesquisa anticorpos. Apesar da alta sensibilidade
destes testes, indiv´ıduos rece´m-infectados podem permanecer soronegativos nas primeiras seis
semanas.
Apo´s a exposic¸a˜o e infecc¸a˜o, ha´ um per´ıodo latente, varia´vel de indiv´ıduo para indiv´ıduo,
antes de apresentar os sintomas caracter´ısticos e desenvolver a doenc¸a. Esta e´ uma das
dificuldades no combate a` epidemia, pois pessoas portadoras deste mal podem transmitir a
doenc¸a sem saber que esta˜o infectadas, ale´m da falta de dados concretos sobre a porcentagem
soropositiva de uma populac¸a˜o. Por isso, como ainda na˜o foi descoberta uma cura definitiva
para a AIDS, o u´nico meio de combater a doenc¸a e´ atrave´s de medidas preventivas como:
uso de preservativos nas relac¸o˜es sexuais; recorreˆncia a bancos de sangue confia´veis; utilizac¸a˜o
de seringas descarta´veis e materiais ciru´rgicos bem esterilizados; no caso de ser mulher, rea-
lizar medidas pre´-natais anti-HIV durante a gravidez e evitar amamentac¸a˜o ao saber que e´
portadora do v´ırus.
O desenvolvimento da doenc¸a ocorre quando, apo´s sair do estado de lateˆncia ou incubac¸a˜o,
o v´ırus passa a comandar os mecanismos celulares da ce´lula infectada, permitindo a formac¸a˜o
de novos v´ırus que provocam a destruic¸a˜o da ce´lula. Devido a` afinidade do HIV com as ce´lulas
do sistema imunolo´gico (linfo´cito T CD4+), observa-se uma queda bastante acentuada da
imunidade do soropositivo, ale´m de perda de peso, deixando-o suscet´ıvel a infecc¸o˜es conhecidas
como ’infecc¸o˜es oportunistas’ que ocasionam a morte da pessoa.
O per´ıodo de tempo entre a infecc¸a˜o e a manifestac¸a˜o da doenc¸a para casos individuais
e´ um valor impreciso. Sabe-se que pode durar de meses a anos. Para facilitar o tratamento
e acompanhar adequadamente as doenc¸as que caracterizam a s´ındrome, ha´ um sistema de
classificac¸a˜o para pacientes infectados pelo HIV baseado nos esta´gios da doenc¸a.
1anticorpos se´ricos sa˜o os anticorpos presentes no soro sangu¨´ıneo e sa˜o produzidos contra agentes estranhos
ao organismo.
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Podem ser formulados modelos para a transmissa˜o do HIV considerando distribuic¸o˜es es-
paciais e estratificac¸a˜o eta´ria da populac¸a˜o. Neste caso, o objetivo e´ estudar a dinaˆmica da
doenc¸a para poder explicar a sua dispersa˜o como epidemia. Outros modelos podem ser for-
mulados para analisar a transic¸a˜o de esta´gios da doenc¸a . Nesta situac¸a˜o, os objetivos de
cara´ter me´dico sa˜o mais evidentes. Neste trabalho, iremos nos concentrar no segundo caso.
Primeiramente, analisaremos um modelo simples para a dinaˆmica de conversa˜o entre porta-
dor assintoma´tico e portador sintoma´tico. Em seguida apresentaremos uma modificac¸a˜o neste
modelo, sem tratamento da doenc¸a, com o objetivo principal de incorporar as caracter´ısticas
subjetivas dos paraˆmetros relacionados com a evoluc¸a˜o. Consideraremos tambe´m os modelos
com tratamento, em que ocorrera´ o retorno de portador de sintoma´tico para assintoma´tico,
incorporando caracter´ısticas subjetivas aos paraˆmetros relacionados neste esta´gio.
Assim, dadas as caracter´ısticas da teoria de conjuntos fuzzy, desenvolvemos um modelo de
evoluc¸a˜o da AIDS entre a infecc¸a˜o e a manifestac¸a˜o da doenc¸a, ao nosso ver mais informativo
que o modelo cla´ssico (3.1).
Na u´ltima de´cada, a literatura matema´tica que trata de fenoˆmenos imprecisos tem crescido
consideravelmente, principalmente no tocante a` teoria de modelagem e controle, utilizada com
sucesso nas a´reas de Engenharia. As primeiras aplicac¸o˜es desta teoria em Biomatema´tica foi
em diagno´stico me´dico (Sanchez, 1977) e (Sanchez e Bartolin, 1990), e nelas se concentra a
maioria das aplicac¸o˜es da teoria de conjuntos fuzzy na medicina. Tambe´m, encontramos na
literatura uma simulac¸a˜o que trata da epidemia de heterossexuais HIV/AIDS atrave´s de um
modelo matema´tico fuzzy (Morio et al., 1996). Mais recentemente outros autores teˆm utilizado
esta abordagem em problemas de epidemiologia (Ortega, 2001), (Barros et al., 2003), (Jafelice
et al., 2002a), (Jafelice et al., 2003a) e (Jafelice et al., 2003b).
A necessidade de se estudar o comportamento dinaˆmico de epidemias e´ de fundamental
importaˆncia no que diz respeito a` sua evoluc¸a˜o, estabilidade e controle. Pore´m, os modelos
matema´ticos tradicionais (determin´ısticos) que descrevem o comportamento dinaˆmico das
epidemias na˜o lidam com a subjetividade muitas vezes intr´ınseca nos fenoˆmenos biolo´gicos .
Nosso principal interesse, nesta a´rea, esta´ relacionado com o estudo de fenoˆmenos biolo´gicos
que exibem incertezas graduais e que possam ser modelados pela teoria de conjuntos fuzzy,
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introduzida por (Zadeh, 1965). Devido ao seu grande potencial de aplicac¸a˜o e cara´ter de
interdisciplinaridade, tal teoria pode facilitar o trabalho do modelador e de um especialista
da a´rea e possivelmente acrescentar ’novas’ informac¸o˜es, facilitando a ana´lise e compreensa˜o
de algumas situac¸o˜es reais. Esse e´ o caso de propagac¸a˜o, controle de epidemias e estudo de
doenc¸as como a AIDS, em que se teˆm apenas informac¸o˜es parciais, dadas lingu¨isticamente.
1.2 HIV - Vı´rus de Imunodeficieˆncia Humana
Trata-se de um retrov´ırus esfe´rico, isto e´, um v´ırus contendo RNA(a´cido ribonucle´ico) que
se replica em uma ce´lula hospedeira. No citoplasma da ce´lula hospedeira, o material gene´tico
viral (RNA) sofre ac¸a˜o da enzima transcriptase reversa e transforma-se em DNA. Este DNA
viral possui a capacidade de penetrar no nu´cleo da ce´lula infectada e incorporar-se ao DNA
dela.
A Figura 1.1, mostra a estrutura do v´ırus HIV. Este v´ırus encapsulado tem um envelope
proteico, constitu´ıdo por duas prote´ınas principais: uma maior, a gp120, que forma boto˜es na
superf´ıcie, e outra menor, a gp41, conforme Figura 1.1.1; que juntas formam o conjunto gp160.
Dentro deste envelope proteico, o v´ırus possui uma ca´psula interna, formada pela prote´ına
p17, Figura 1.1.2. No interior desta ca´psula interna, existe uma membrana formada pela
prote´ına p24 que envolve o material gene´tico, o RNA, Figura 1.1.3. Nesta ca´psula interna,
encontram-se junto com o RNA, treˆs prote´ınas importantes: Transcriptase Reversa, Integrase
e Protease, Figura 1.1.4.
1.3 Modo de Ac¸a˜o do HIV
Atingindo a corrente sangu¨´ınea, o HIV lanc¸a seu ataque principalmente contra os linfo´citos
T, do tipo CD4+. Tal prefereˆncia decorre do fato de que a prote´ına perife´rica do v´ırus gp120
encaixa-se na prote´ına CD4+, um receptor espec´ıfico presente na membrana de certas ce´lulas
do sistema imunolo´gico. Os linfo´citos T sa˜o os que possuem em maior quantidade a prote´ına
4
 


Figura 1.1: Estrutura do HIV. 1. Envelope proteico formado por gp120 e gp41; 2. Ca´psula
proteica interna formada pela prote´ına p17; 3. Membrana formada pela prote´ına p24 e 4.
Material gene´tico formado por RNA e prote´ınas.
CD4+. A parte externa da prote´ına transmembraˆnica do HIV, gp41, liga-se com o receptor
F da superf´ıcie da ce´lula com o propo´sito espec´ıfico de fusa˜o. Cada receptor pode permitir a
entrada do v´ırus na ce´lula, mas o trabalho das duas prote´ınas torna este processo mais eficiente.
Nas Figuras 1.2 e 1.3 e´ apresentada uma ilustrac¸a˜o esquema´tica do HIV no momento em que
infecta a ce´lula. O tempo de vida do HIV e´ muito curto. Em me´dia, a cada treˆs a sete dias
uma nova gerac¸a˜o de prov´ırus e´ formada no organismo humano; informac¸a˜o dada pelo me´dico
Dr. Francisco Hideo Aoki, Chefe do Laborato´rio de AIDS, professor do Departamento de
Cl´ınica Me´dica da Faculdade de Cieˆncias Me´dicas da UNICAMP.
Quando a ca´psula do v´ırus faz contato com a membrana da ce´lula hospedeira, logo e´
injetado o RNA-viral. No citoplasma, com aux´ılio da Tanscripitase-Reversa, o RNA-v´ırus
serve de modelo para a s´ıntese de uma cadeia de DNA que, por sua vez, serve de modelo para
outra complementar, formando-se, assim, uma mole´cula de DNA de dupla cadeia. Esta migra
para o nu´cleo e, por ac¸a˜o da Integrase, incorpora-se ao material gene´tico da ce´lula.
O DNA estranho, (pro´-v´ırus), pode ficar inativo por tempo indeterminado e, com a mul-
tiplicac¸a˜o da ce´lula hospedeira, co´pias do mesmo sa˜o levadas para as ce´lulas filhas.
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Figura 1.2: Representac¸a˜o do momento em que o HIV esta´ infectando a ce´lula (Saag, 1995).
 Linfócito T
     CD4+
  HIV
    Meio  
sangüíneo
Figura 1.3: HIV infectando a ce´lula.
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Quando menos se espera, o pro´-v´ırus ativa-se e desencadeia a s´ıntese de novas mole´culas de
RNA, para a formac¸a˜o de novos v´ırus. Esse RNA, juntamente com proteases virais, orientam
tanto a s´ıntese das prote´ınas da ca´psula como de enzimas caracter´ısticas do v´ırus, seguindo-se,
finalmente, a montagem de novos v´ırus. Assim, a ce´lula hospedeira e´ destru´ıda.
O sistema imunolo´gico consiste de um conjunto complexo de ce´lulas e mole´culas que prote-
gem nosso organismo contra infecc¸o˜es. Nosso organismo sofre constantes ataques de ant´ıgenos,
no qual eles sa˜o compostos de elementos que podem potencialmente causar doenc¸as. Os ma-
cro´fagos localizados no f´ıgado, bac¸o e gaˆnglios procuram corpos estranhos. Quando tais corpos
sa˜o detectados, enviam os primeiros sinais qu´ımicos de alerta, logo reconhecidos pelos linfo´citos
T, do tipo CD4+, que por sua vez, fazem ‘soar o alarme geral’ e estimulam, a partir de ci-
tocinas, a ativac¸a˜o de ce´lulas do sistema imunolo´gico, os linfo´citos B. Estes transformam-se
em plasmo´citos para a produc¸a˜o de anticorpos e os linfo´citos CD8 (citoto´xicos) reconhecem
as ce´lulas infectadas e as destroem. Alguns destes linfo´citos B e linfo´citos T ativados sera˜o
diferentemente transformados em ’ce´lulas de memo´ria’. Estes permanecera˜o circulando no
organismo por um longo per´ıodo de tempo, garantindo protec¸a˜o futura ao organismo, comba-
tendo mais rapidamente o invasor, no caso de nova infecc¸a˜o (Castro e Timmis, 2002). Como
o HIV ataca preferencialmente os linfo´citos T, do tipo CD4+, o alarme geral e a posterior
ativac¸a˜o imunolo´gica deixam de ser dados. O sistema de defesa na˜o e´ mobilizado e o sistema
imunolo´gico perde a sua func¸a˜o. Os linfo´citos T, do tipo CD4+, sa˜o produzidos na me´dula
o´ssea e no t´ımo. Um indiv´ıduo normal tem em me´dia de 1000 cels/mm3 a 1600 cels/mm3
(Saag, 1995).
1.4 Aspectos Cl´ınicos
A infecc¸a˜o pelo HIV pode ser dividida em quatro fases cl´ınicas:
1. Infecc¸a˜o aguda
A infecc¸a˜o aguda, tambe´m chamada de s´ındrome da infecc¸a˜o retroviral aguda ou in-
fecc¸a˜o prima´ria, ocorre em cerca de 50% a 90% dos pacientes. A histo´ria natural da
infecc¸a˜o aguda caracteriza-se por viremia elevada, com resposta imune intensa. Durante
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o pico de viremia, ocorre diminuic¸a˜o ra´pida dos linfo´citos T CD4+, que posteriormente
aumentam, mas geralmente na˜o retornam aos n´ıveis pre´vios a` infecc¸a˜o. Os sintomas
duram, em me´dia, 14 dias. Os sintomas mais frequ¨entes associados a` sindrome viral
aguda causada pelo HIV sa˜o febre, fadiga, cefale´ia, faringite, diarre´ia, voˆmito e outras.
Apo´s a fase aguda, ocorre a estabilizac¸a˜o da viremia em n´ıveis varia´veis, definidos pela
velocidade da replicac¸a˜o viral.
2. Fase assintoma´tica
Na infecc¸a˜o precoce pelo HIV, tambe´m conhecida como fase assintoma´tica, a manifes-
tac¸a˜o cl´ınica e´ mı´nima ou inexistente. Nesta fase a histo´ria familiar, ha´bitos de vida,
como tambe´m uma avaliac¸a˜o do perfil emocional e psicossocial do paciente, seu n´ıvel
de entendimento e orientac¸a˜o sobre a doenc¸a sa˜o extremamente importantes. Va´rios
exames laboratoriais perio´dicos sa˜o recomendados.
3. Fase sintoma´tica inicial
Nesta fase, va´rias doenc¸as podem ocorrer devido a` infecc¸a˜o do HIV, tendo como con-
sequ¨eˆncia a imunossupressa˜o, como por exemplo: sudorese noturna, fadiga, emagreci-
mento, diarre´ia, sinusopatias, cand´ıase oral, herpes simples, herpes zoster e outras.
4. AIDS (Doenc¸as oportunistas)
As doenc¸as oportunistas associadas a` AIDS sa˜o va´rias, podendo ser causadas por v´ırus,
bacte´rias, protozoa´rios, fungos e certas neoplasias. As doenc¸as oportunistas mais comuns
associadas a` AIDS sa˜o pneumonias, candid´ıase, herpes simples, toxoplasmose, sarcoma
da Kaposi e outras.
1.5 Tratamento
Apesar de ainda na˜o haver cura uma vez infectado, pode-se prolongar a sobrevida do paci-
ente. A primeira classe farmacolo´gica a surgir, destinada ao tratamento anti-retroviral foram
os inibidores da transcriptase reversa para evitar que part´ıculas do v´ırus livre infectem ce´lulas
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de CD4+. Entre elas pode-se destacar o AZT, DDI, DDC ate´ o mais recente Abacavir.
Em seguida, foram desenvolvidos os inibidores de proteases virais como Indinavir, Saqui-
navir, Ritonavir, Nelfinavir, Amprenavir entre outros que retardam a replicac¸a˜o viral
permitindo que o organismo reaja devidamente.
Hoje em dia as va´rias drogas para o tratamento visam a` inibic¸a˜o de mais de uma func¸a˜o
viral sendo utilizada a estrate´gia de associac¸a˜o (geralmente tripla) de classes farmacolo´gicas
com o intuito de minimizar a replicac¸a˜o viral a n´ıveis indetecta´veis, aumentar a resisteˆncia
a`s mutac¸o˜es do v´ırus e de reconstruir ou preservar a competeˆncia imunolo´gica do portador.
Tais combinac¸o˜es (popularmente conhecidas como “coquete´is”) comec¸aram a ser utilizadas em
1996 nos EUA (final de 1996 no Brasil) e sa˜o responsa´veis pelo prolongamento da sobrevida
dos pacientes. A Figura 1.4 mostra o tempo de percurso da infecc¸a˜o do HIV em um adulto
infectado, em que podemos observar que o tempo me´dio de infecc¸a˜o da AIDS e´ 10 anos.
Figura 1.4: Esquema da histo´ria natural da infecc¸a˜o do HIV (Coutinho et al., 2001), (Perelson
e Nelson, 1999) e (Saag, 1995).
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1.6 Objetivos e Organizac¸a˜o
O objetivo deste trabalho e´ estudar a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o soropositivo para HIV para
a manifestac¸a˜o da AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome), inclusive calcular a espe-
ranc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica. Iniciamos tambe´m o estudo da taxa de retorno da
populac¸a˜o sintoma´tica para assintoma´tica, quando a populac¸a˜o recebe tratamento com tera-
pia anti-retroviral.
Nosso principal interesse e´ modelar a taxa de transfereˆncia nestes esta´gios. Para este
propo´sito, utilizaremos informac¸o˜es de especialistas para calcular a taxa de transfereˆncia,
pois, esta depende fortemente da carga viral e do n´ıvel de CD4+ dos indiv´ıduos infectados.
Especialistas da a´rea me´dica utilizam termos lingu¨´ısticos para caracterizar esta´gios da doenc¸a
e para especificar o uso da terapia anti-retroviral. A teoria dos conjuntos fuzzy proporciona
a estrutura formal para modelar matematicamente as descric¸o˜es lingu¨´ısticas para a taxa de
transfereˆncia λ usando o conhecimento do especialista. A principal diferenc¸a entre o modelo
fuzzy e o cla´ssico esta´ no significado biolo´gico da taxa de transfereˆncia λ.
O trabalho sera´ organizado da seguinte forma. O cap´ıtulo 2 apresenta definic¸o˜es ba´sicas
da teoria dos conjuntos fuzzy e de sistemas baseados em regras fuzzy que sera˜o utilizadas no
nosso trabalho. O cap´ıtulo 3 apresenta modelos cla´ssicos para estudar a dinaˆmica da AIDS.
Alguns tratam da dinaˆmica microsco´pica do HIV e outros da dinaˆmica da populac¸a˜o soro-
positivo para HIV. No cap´ıtulo 4 tratamos a dinaˆmica supondo que a taxa de transfereˆncia
e´ um paraˆmetro fuzzy que depende da carga viral v, sem, no entanto, considerar tratamen-
to. Em seguida calculamos a esperanc¸a fuzzy dos indiv´ıduos assintoma´ticos. No cap´ıtulo 5
apresentamos o modelo fuzzy com a taxa de transfereˆncia dependendo do linfo´cito T, do tipo
CD4+, tambe´m sem tratamento e calculamos a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica.
A seguir, consideramos o modelo fuzzy com a taxa de transfereˆncia dependendo da carga viral
e do linfo´cito T CD4+, e a partir do modelo microsco´pico deduzimos uma expressa˜o do n´ıvel
de CD4+ em func¸a˜o da carga viral. Obtemos a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o sintoma´tica com
a taxa de transfereˆncia dependendo apenas da carga viral. Neste caso, a esperanc¸a fuzzy e´ so-
luc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma. O cap´ıtulo 6 fornece uma metodologia para
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determinar a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV assintoma´tica no tempo. Esta metodologia fornece
uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma a partir de quatro informac¸o˜es impor-
tantes: uma equac¸a˜o diferencial autoˆnoma; um valor inicial fuzzy do modelo microsco´pico;
o princ´ıpio de extensa˜o; defuzzificac¸a˜o via o centro de gravidade. Finalmente, o cap´ıtulo 7
apresenta as concluso˜es e algumas sugesto˜es para futuros trabalhos, e inicia a modelagem
fuzzy de evoluc¸a˜o da manifestac¸a˜o da AIDS com tratamento, considerando neste caso a taxa
de retorno da populac¸a˜o sintoma´tica para assintoma´tica. Esta taxa de retorno foi tratada
como um paraˆmetro fuzzy que depende da carga viral e do n´ıvel de CD4+, sendo obtida com
as informac¸o˜es do especialista da a´rea da sau´de.
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Cap´ıtulo 2
Conjuntos Fuzzy
2.1 Introduc¸a˜o
Conceitos subjetivos sempre foram utilizados em nosso cotidiano. Apesar de suas incerte-
zas, eles sa˜o transmitidos e perfeitamente compreendidos lingu¨isticamente entre interlocutores.
E´ natural, por exemplo, a utilizac¸a˜o dos termos Carga viral e´ alta, Carga viral e´ me´dia e Carga
viral e´ baixa. Apesar destes termos serem utilizados, eles teˆm permanecido fora da formalidade
matema´tica tradicional.
Fixamo-nos apenas no exemplo da carga viral alta; uma proposta para formalizar mate-
maticamente tal conceito poderia ter pelo menos duas abordagens. A primeira, mais cla´ssica,
distinguindo a partir de que valor que a carga viral e´ considerada alta. Por exemplo, carga viral
alta sa˜o aquelas acima de 100000 co´pias de RNA por ml. Observamos enta˜o que um indiv´ıduo
com carga viral 99999 na˜o e´ considerado com carga viral alta. Neste caso, o conjunto esta´
bem definido. A segunda, menos convencional, e´ dada de maneira que todos os indiv´ıduos sa˜o
considerados com carga viral alta, contudo com maior ou menor intensidade, ou seja, existem
indiv´ıduos que esta˜o associados a` classe de carga viral alta, com maior ou menor intensidade.
E´ a segunda abordagem que trataremos no texto.
Durante aproximadamente 300 anos a modelagem da imprecisa˜o e incerteza nas cieˆncias
tem sido tratada pelos modelos estat´ısticos. Atualmente, incerteza e imprecisa˜o tambe´m
sa˜o tratadas pela teoria de conjuntos fuzzy. Historicamente, alguns fatos que levaram ao
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surgimento da teoria de conjuntos fuzzy podem ser citados. George Boole (1854) sugeriu que
os axiomas fundamentais da lo´gica de Aristo´teles, citados a seguir:
1. A na˜o pode ser ao mesmo tempo B e na˜o B;
2. A deve ser B ou na˜o B;
3. A deve ser sempre A;
na˜o eram suficientes para todos os propo´sitos. Em particular, o segundo dos treˆs axiomas
de Aristo´teles tem recebido cr´ıticas severas. Este axioma hoje conhecido como a lei do meio
exclu´ıdo, era considerado uma falha, tanto que teve que ser substitu´ıdo. Assim, outros pes-
quisadores continuaram seus estudos na direc¸a˜o de Boole demonstrando que a lo´gica bina´ria
na˜o conseguia lidar com certas situac¸o˜es do mundo real.
Os fundamentos da lo´gica a treˆs valores foram elaborados por volta de 1920 de forma
independente por Lukasiewicz e Post. As ide´ias ba´sicas eram que as afirmac¸o˜es na˜o neces-
sariamente sa˜o verdadeiras ou falsas, mas poderiam assumir um terceiro status. Lukasiewicz
sugeriu que, se o verdadeiro e´ representado pela unidade e o falso pelo zero, enta˜o o terceiro
estado deveria ter valor meio. Ele notou que na˜o necessariamente precisaria ter uma parada
em treˆs valores diferentes e enta˜o generalizou seu trabalho para infinitos valores. A primeira
sugesta˜o para lo´gica multivariada foi elaborada por Zwicky (1933 - 1934). Zwicky declarou
que, ao contra´rio do que acontece na teoria da probabilidade, a qual era baseada na lo´gica
de dois valores de Aristo´teles, as formulac¸o˜es da verdade cient´ıfica, intrinsecamente, deveriam
ser multivalores. A base desta teoria foi utilizada para o surgimento da denominada lo´gica
fuzzy (Nguyen e Walker, 2000). Outros pesquisadores seguiram nesta direc¸a˜o, Black (1937)
sugeriu que o grau de na˜o exatida˜o deveria ser medido por uma func¸a˜o consistente. Kaplan
e Schott (1951) desenvolveram o ca´lculo de classes com func¸o˜es de pertineˆncia entre 0 e 1.
Finalmente, Lotfi Zadeh (1965) introduziu o conceito de conjunto fuzzy acreditando que tais
conjuntos poderiam resolver de maneira natural problemas com impreciso˜es, isto e´, poderi-
am ser tratados por func¸o˜es de pertineˆncia ao inve´s de uma varia´vel aleato´ria. Zadeh (1975
- 1978) desenvolveu a teoria de possibilidade, introduzindo conjuntos fuzzy como restric¸o˜es
14
flex´ıveis sobre os valores de grandezas (Rouvray, 1997). Nas pro´ximas sec¸o˜es sa˜o apresentados
os conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy que utilizaremos nos cap´ıtulos posteriores.
2.2 Conjunto Fuzzy
Um subconjunto fuzzy z do conjunto universo U e´ definido em termos de uma func¸a˜o de
pertineˆncia u que a cada elemento x de U associa um nu´mero u(x), entre zero e um chamado
de grau de pertineˆncia de x a z. Assim, o conjunto fuzzy z e´ simbolicamente indicado por
sua func¸a˜o de pertineˆncia
uz : U → [0, 1] .
Os valores uz(x) = 1 e uz(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertineˆncia plena e a na˜o
pertineˆncia do elemento x a z.
E´ interessante notar que um subconjunto cla´ssico A de U e´ um particular conjunto fuzzy
para o qual a func¸a˜o de pertineˆncia e´ a func¸a˜o caracter´ıstica de A, isto e´,
uA : U →{0, 1}
.
Um conjunto fuzzy e´ normal se sua func¸a˜o de pertineˆncia atinge 1 (um), isto e´, existe
x ∈ U tal que uU(x) = 1. Um conjunto fuzzy A e´ convexo se sua func¸a˜o de pertineˆncia e´ tal
que
uA[ξx1 + (1− ξ)x2] ≥ min[uA(x1), uA(x2)] (2.1)
para qualquer x1,x2 ∈ U , e ξ ∈ [0, 1].
Exemplo 2.2.1. Considere o subconjunto fuzzy F dos nu´meros ’pequenos’ (Barros e Bassa-
nezi, 2001):
F = {n∈ N : n e´ pequeno}.
O nu´mero 0 pertence a esse conjunto? E o nu´mero 1000? Dentro do esp´ırito da teoria
fuzzy, podemos dizer que ambos pertencem a F pore´m com diferentes graus de pertineˆncia,
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de acordo com a propriedade que o caracteriza. Ou seja, a func¸a˜o de pertineˆncia de F deve
ser ’constru´ıda’ de forma coerente com o termo ’pequeno’ que caracteriza seus elementos no
conjunto universo dos nu´meros naturais. Uma possibilidade para a func¸a˜o de pertineˆncia de
F e´
uF (n) =
1
n + 1
(2.2)
Se esse for o caso, poder´ıamos dizer que o nu´mero 0 pertence a F com grau de pertineˆncia
uF (0) = 1, enquanto 1000 pertence a F com grau uF (1000) = 0, 0011, veja Figura 2.1.
uF(n)
0,0011
1
10000
 
 
Figura 2.1: Conjunto fuzzy dos nu´meros naturais ‘pequenos’.
Notemos que a escolha da func¸a˜o uF neste caso foi feita de maneira totalmente arbitra´ria,
levando em conta apenas o significado da palavra ‘pequeno’. Portanto, existem infinitas
maneiras de modelar matematicamente o conceito de ‘nu´mero natural pequeno’. Uma outra
maneira poss´ıvel e´
uF (n) = e
−n. (2.3)
Claro que a escolha dessas func¸o˜es para representar o conjunto fuzzy em questa˜o depende
de como tais func¸o˜es esta˜o relacionadas com o contexto do problema a ser estudado. Do ponto
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de vista apenas da teoria de conjuntos fuzzy, qualquer uma das duas func¸o˜es de pertineˆncia
(2.2) ou (2.3), pode ser representante do nosso conjunto fuzzy F . Pore´m, o que deve ser
notado e´ que cada uma destas func¸o˜es produz conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, esta´
impl´ıcito que dois conjuntos fuzzy A e B sa˜o iguais quando uA(x) = uB(x), para todo x ∈ U .
Exemplo 2.2.2. O conjunto fuzzy dos fumantes dado por u(c, t) = ct
1+ct
em que c e´ propor-
cional ao nu´mero de cigarros fumados por unidade de tempo e t o tempo em que o indiv´ıduo
fumou durante sua vida (Barros, 1992).
A seguir definiremos as operac¸o˜es entre conjuntos fuzzy.
2.3 Operac¸o˜es entre Conjuntos Fuzzy
Sejam A e B subconjuntos cla´ssicos de U representados pelas func¸o˜es caracter´ısticas uA e
uB, respectivamente. Os conjuntos
A ∪B = {x ∈ U ; x ∈ A ou x ∈ B},
A ∩B = {x ∈ U ; x ∈ A e x ∈ B},
A
′
= {x ∈ U ; x 6∈ A}
teˆm respectivamente as func¸o˜es caracter´ısticas, ∀x ∈ U ,
uA∪B(x) = max{uA(x), uB(x)},
uA∩B(x) = min{uA(x), uB(x)},
uA′ (x) = 1− uA(x).
Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo caracterizados pelas func¸o˜es de per-
tineˆncias que sa˜o extenso˜es de func¸o˜es caracter´ısticas, podemos definir unia˜o, intersecc¸a˜o e
complementar de conjuntos fuzzy.
Definic¸a˜o 2.3.1. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As func¸o˜es de pertineˆncias que representam
os conjuntos fuzzy unia˜o, intersecc¸a˜o e complementar de conjuntos fuzzy sa˜o dadas por, ∀x ∈
U ,
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uA∪B(x) = max{uA(x), uB(x)},
uA∩B(x) = min{uA(x), uB(x)},
uA′ (x) = 1− uA(x).
respectivamente.
Na pro´xima sec¸a˜o definiremos o conceito de n´ıvel de um conjunto fuzzy que e´ de funda-
mental importaˆncia na teoria de conjuntos fuzzy.
2.4 Nı´veis de um Conjunto Fuzzy
Definic¸a˜o 2.4.1. Sejam A um conjunto fuzzy e α ∈ [0, 1]. Definimos como α-n´ıvel de A o
conjunto
[A]α = {x ∈ U ; uA(x) ≥ α}
Definic¸a˜o 2.4.2. Suporte de um conjunto fuzzy A sa˜o todos os elementos de U que teˆm grau
de pertineˆncia diferente de zero em A e denotamos por supp(A).
supp(A)= {x ∈ U ; uA(x) > 0}
Denotaremos por F(U) o conjunto de todos os conjuntos fuzzy de U .
2.5 Nu´meros Fuzzy
Assim como no caso cla´ssico, aqui tambe´m temos o objetivo de fazer ‘contas’. A diferen-
c¸a e´ que aqui pretendemos calcular quantidades imprecisas. Por exemplo, todos no´s somos
unaˆnimes em dizer que o dobro de uma quantidade ‘em torno de 5’ resulta em outra ‘em torno
de 10’. Para isto, ‘criaremos’ objetos que generalizam os nu´meros reais. Tais objetos sera˜o
chamados de nu´meros fuzzy (Klir e Yuan, 1995).
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Definic¸a˜o 2.5.1. Um conjunto fuzzy N e´ chamado nu´mero fuzzy quando o conjunto universo,
onde N esta´ definido, e´ o conjunto dos nu´meros reais R e a func¸a˜o de pertineˆncia uN : R →
[0, 1] e´ tal que:
1. uN(x) atinge o 1, isto e´, supxuN(x) = 1.
2. [N ]α e´ um intervalo fechado, ∀α ∈ (0, 1].
3. O suporte de N e´ limitado.
Observamos que, com a Definic¸a˜o 2.5.1, todo nu´mero real r e´ um caso particular de nu´mero
fuzzy cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´ sua func¸a˜o caracter´ıstica:
ur(x) =
 1 se x = r0 se x 6= r (2.4)
Denotaremos aqui ur(x) por r̂. Os nu´meros fuzzy mais comuns sa˜o os triangulares e os
trapezoidais.
2.6 Operac¸o˜es Aritme´ticas com Nu´meros Fuzzy
Definic¸a˜o 2.6.1. Sejam A e B dois nu´meros fuzzy, e ζ um nu´mero real.
1. A soma de nu´meros fuzzy A e B e´ o nu´mero fuzzy, A+B, cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´
uA+B(x) = supx=y+zmin[A(y), B(z)]. (2.5)
2. A multiplicac¸a˜o de ζ por A e´ o nu´mero fuzzy, ζA, cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´
uζA(x) =
 A(ζ−1x) se ζ 6= 00̂ se ζ = 0 (2.6)
onde 0̂ =
 1 se x = 00 se x 6= 0 . Uma maneira alternativa, e mais pra´tica de se fazer estas operac¸o˜es
e´ por meio dos α-n´ıveis dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com o Teorema 2.6.1 (Klir
e Yuan, 1995).
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Teorema 2.6.1. Se M e N sa˜o dois nu´meros fuzzy e ζ um nu´mero real, enta˜o para todo
α ∈ [0, 1] tem-se
[M +N ]α = [M ]α + [N ]α = {a+ b;a ∈ [M ]α e b ∈ [N ]α}
e
[ζN ]α = ζ[N ]α = {ζa; a ∈ [N ]α} (2.7)
Na pro´xima sec¸a˜o definiremos relac¸o˜es fuzzy, este conceito permitira´ tirarmos importantes
concluso˜es para o modelo fuzzy de evoluc¸a˜o da AIDS.
2.7 Relac¸o˜es Fuzzy
Estudos de associac¸o˜es, relac¸o˜es ou interac¸o˜es, entre os elementos de diversas classes e´ de
grande interesse na ana´lise e compreensa˜o de muitos fenoˆmenos do mundo real. Matemati-
camente, o conceito de relac¸a˜o e´ formalizado a partir da teoria de conjuntos. Desta forma,
intuitivamente pode-se dizer que a relac¸a˜o sera´ fuzzy quando optamos pela teoria dos conjun-
tos fuzzy e sera´ cla´ssica quando optamos pela teoria cla´ssica de conjuntos para conceituar a
relac¸a˜o em estudo. Qual dos modelos adotar, entre estes dois, depende muito do fenoˆmeno
estudado. Pore´m, a opc¸a˜o pela teoria de conjuntos fuzzy sempre tem maior robustez no sen-
tido de que esta inclui a teoria cla´ssica de conjuntos (Bando, 2002). Definiremos a seguir dois
conceitos importantes, em especial a definic¸a˜o 2.7.2 para relac¸o˜es fuzzy.
Definic¸a˜o 2.7.1. Uma co-norma triangular (s−norma) e´ uma operac¸a˜o bina´ria s : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1] satisfazendo as seguintes condic¸o˜es:
• Comutatividade: xsy = ysx
• Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz
• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z enta˜o xsw ≤ ysz
• Condic¸o˜es de fronteira: xs0 = x, xs1 = 1
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Definic¸a˜o 2.7.2. Uma norma triangular (t−norma) e´ uma operac¸a˜o bina´ria t : [0, 1]×[0, 1] →
[0, 1] satisfazendo as seguintes condic¸o˜es:
• Comutatividade: xty = ytx
• Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz
• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z enta˜o xtw ≤ ytz
• Condic¸o˜es de fronteira: 0tx = 0, 1tx = x
Claramente, o operador max e´ uma s−norma e o operador min e´ uma t−norma.
Definic¸a˜o 2.7.3. Uma relac¸a˜o fuzzy R, sobre U1×U2× ...×Un, e´ qualquer subconjunto fuzzy
do produto cartesiano U1×U2× ...×Un. Se o produto cartesiano for formado por apenas dois
conjuntos, U1 × U2, a relac¸a˜o e´ chamada de fuzzy bina´ria sobre U1 × U2.
A principal vantagem na opc¸a˜o pela relac¸a˜o fuzzy e´ que a relac¸a˜o cla´ssica indica apenas
se ha´ ou na˜o relac¸a˜o entre dois objetos, enquanto uma relac¸a˜o fuzzy ale´m de indicar se existe
ou na˜o relac¸a˜o, indica tambe´m o grau desta relac¸a˜o.
Uma noc¸a˜o que sera´ muito importante para o nosso trabalho, e´ o produto cartesiano entre
conjuntos fuzzy.
Definic¸a˜o 2.7.4. O produto cartesiano R(x1, x2, ..., xn) dos subconjuntos fuzzy A1, A2,..., An
de U1, U2,..., Un, e´ a relac¸a˜o fuzzy
R(x1, x2, ..., xn) = A1(x1) ∧ A2(x2) ∧ ... ∧ An(xn) (2.8)
onde ∧ e´ a t-norma min.
A noc¸a˜o e utilizac¸a˜o de produto cartesiano fuzzy ficara´ mais clara quando introduzirmos
o conceito de sistemas baseados em regras fuzzy, que sa˜o sistemas compostos de regras da
forma ‘Se...enta˜o...’, pois estas regras podem ser interpretadas como produtos cartesianos de
conjuntos fuzzy.
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2.8 Regras e Infereˆncia Fuzzy
Uma regra Se X e´ A enta˜o Y e´ B pode ser interpretada como uma relac¸a˜o fuzzy entre A
e B onde a func¸a˜o de pertineˆncia (A× B)(x, y) dada por
uA×B(x, y)=uA(x)tuB(y), ∀(x, y) ∈ X × Y ,
onde × denota um produto cartesiano. Sugere-se a t−norma min. Assim A × B pode ser
visto como um ponto fuzzy ou graˆnulo no espac¸o X × Y , isto e´, o produto cartesiano A× B
como mostra a Figura 2.2.
 
 

Figura 2.2: Ponto fuzzy ou graˆnulo em X × Y .
Uma colec¸a˜o de regras ”Se X e´ Ai enta˜o Y e´ Bi, i = 1, ..., N , pode ser definida como
(X, Y ) e´ (A1 × B1+A2 × B2+...+AN × BN ) ou equivalentemente, (X, Y ) e´ (
N∑
i=1
Ai × Bi). A
expressa˜o (
N∑
i=1
Ai ×Bi) e´ interpretada como uma agregac¸a˜o, via uma disjunc¸a˜o denotada por∑
. Neste caso, os pontos fuzzy compostos de toda relac¸a˜o F ∗ induzida pelas N regras e´
chamada relac¸a˜o fuzzy.
Seja y = f(x) uma func¸a˜o f : X −→ Y , lembramos que o grafo de f e´ o conjunto
F = {(x, y) | y = f(x) , x ∈ X, y ∈ Y }. Como uma generalizac¸a˜o deste conceito, um grafo
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fuzzy F ∗ de uma dependeˆncia funcional f : X −→ Y entre as varia´veis fuzzy X e Y em X e
Y , respectivamente, e´ definido como uma aproximac¸a˜o, representac¸a˜o granular de f na forma
F ∗= (
N∑
i=1
Ai × Bi). De forma geral, um grafo fuzzy e´ um conjunto fuzzy F
∗ cuja func¸a˜o de
pertineˆncia e´
uF ∗(x, y) = S
N
i=1[uAi(x)tuBi(y)] , ∀(x, y) ∈ X × Y onde S e´ uma s−norma.
Se temos uma afirmac¸a˜o da forma ‘x e´ A’, em que A = [a, b] e (x,y) e´ F (com A ⊆ X e F
uma relac¸a˜o, F ⊆ X × Y ), podemos avaliar ‘y e´ B’, B ⊆ Y , da seguinte forma:
1. Trac¸amos as retas verticais no plano X × Y , comec¸ando nos pontos x = a e x = b,
a regia˜o entre as duas retas e´ chamada extensa˜o cil´ındrica Ac com base em A, onde
Ac ⊆ X × Y .
2. Encontramos I que e´ a intersecc¸a˜o de Ac com F .
3. Projetamos I sobre Y para determinar uB, como mostra a Figura 2.3.
No caso mais geral quando uma colec¸a˜o de regras fuzzy e´ interpretada como uma dependeˆncia
funcional F ∗ entre as varia´veis fuzzy X e Y , computar o valor de Y dando um valor de X e´
similar aos passos do caso anterior.
Figura 2.3: Intersecc¸a˜o da extensa˜o cil´ındrica Ac com a relac¸a˜o F .
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Figura 2.4: Projec¸a˜o de I sobre Y
1. Encontrar a extensa˜o cil´ındrica Ac de A.
2. Determinar I, a intersecc¸a˜o de Ac com F
∗.
3. Projetar I sobre Y para encontrar uB.
Estes passos sa˜o mostrados na Figura 2.4. Este procedimento sugere que, quando dizemos
que (X,Y ) e´ F ∗ estamos afirmando que (X,Y ) e´ R, em que R e´ uma agregac¸a˜o de relac¸o˜es
Ri, assim a func¸a˜o de pertineˆncia do conjunto fuzzy B e´ (Pedrycz e Gomide, 1998)
uB(y) = sup
x
[uAc(x)tuR(x, y)] = sup
x
[uA(x)tuR(x, y)] chamada regra de composic¸a˜o sup− t, em
que a composic¸a˜o max-min e´ um caso particular.
A seguir, definiremos o princ´ıpio de extensa˜o que sera´ utilizado no cap´ıtulo 4, para deter-
minar o comportamento do CD4+ atrave´s de uma func¸a˜o cla´ssica.
2.9 Princ´ıpio de Extensa˜o
Essencialmente, o princ´ıpio da extensa˜o e´ utilizado para obter a imagem de conjuntos fuzzy
atrave´s de uma func¸a˜o cla´ssica.
Sejam X e Y conjuntos e f uma aplicac¸a˜o de X em Y : f : X −→ Y . Seja A um conjunto
fuzzy em X. O princ´ıpio de extensa˜o afirma que a imagem de A pela func¸a˜o f e´ um conjunto
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fuzzy B = f(A) em Y , cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´ dada por
uB(y) = sup
x
uA(x) (2.9)
para x ∈ X e y = f(x), como e´ ilustrado na Figura 2.5.
 





Figura 2.5: Princ´ıpio de extensa˜o.
O princ´ıpio de extensa˜o pode ser descrito da seguinte forma:
• O grau de pertineˆncia de um valor do contradomin´ıo e´ definido diretamente pelo grau
de pertineˆncia de sua pre´-imagem.
• Quando um valor do contradomı´nio e´ mapeado por va´rios do domı´nio, o seu grau de
pertineˆncia e´ obtido pelo sup dos graus de pertineˆncia dos valores da entrada.
O princ´ıpio de extensa˜o pode ser facilmente generalizado para func¸o˜es de va´rias varia´veis.
Sejam X = X1 × X2 × ... × Xn e Y conjuntos universos. Considere os conjuntos fuzzy Ai
em Xi, i = 1, ..., n, e uma func¸a˜o f : X −→ Y . Os conjuntos fuzzy A1, A2,...,An sa˜o enta˜o
transformados pela f produzindo o conjunto fuzzy B = f(A1, A2, ..., An) em Y , cuja func¸a˜o
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de pertineˆncia e´
uB(y) = sup
x
min[uA1(x1), uA2(x2), ..., uAn(xn)], (2.10)
para x ∈ X, x = (x1, ..., xn) ∈ X1 ×X2 × ...×Xn e y = f(x).
2.10 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
Sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF) conteˆm quatro componentes: um processador
de entrada que realiza a fuzzificac¸a˜o dos dados de entrada, uma colec¸a˜o de regras nebulosas
chamada base de regras, uma ma´quina de infereˆncia fuzzy e um processador de sa´ıda que
fornece um nu´mero real como sa´ıda. Estes componentes esta˜o conectados conforme indicado
na Figura 2.6.
Figura 2.6: Sistemas baseados em regras fuzzy.
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Uma vez estabelecida uma base de regras, isto e´, como relacionamos os conjuntos fuzzy
pela forma Se...enta˜o..., um SBRF pode ser visto como um mapeamento entre a entrada e a
sa´ıda da forma y = f(x), x ∈ Rn e y ∈ Rm (trajeto´ria em negrito na Figura 2.6). Esta classe
de sistema e´ amplamente utilizada em problemas de modelagem, controle e classificac¸a˜o. Os
componentes do SBRF sa˜o descritos a seguir:
• Processador de Entrada (Fuzzificac¸a˜o)
Neste componente as entradas do sistema sa˜o traduzidas em conjuntos fuzzy em seus
respectivos domı´nios. A atuac¸a˜o de um especialista na a´rea do fenoˆmeno a ser modelado
e´ de fundamental importaˆncia para colaborar na construc¸a˜o das func¸o˜es de pertineˆncias
para a descric¸a˜o das entradas.
• Base de Regras
Este componente, juntamente com a ma´quina de infereˆncia, pode ser considerado o
nu´cleo dos sistemas baseados em regras fuzzy. Ele e´ composto por uma colec¸a˜o de pro-
posic¸o˜es fuzzy na forma Se...enta˜o.... Cada uma destas proposic¸o˜es pode, por exemplo,
ser descrita lingu¨isticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. A ba-
se de regras descreve relac¸o˜es entre as varia´veis lingu¨´ısticas, para serem utilizadas na
ma´quina de infereˆncia fuzzy que descreveremos no pro´ximo item.
• Ma´quina de Infereˆncia Fuzzy
E´ neste componente que cada proposic¸a˜o fuzzy e´ traduzida matematicamente por meio
das te´cnicas de racioc´ınio aproximado. Os operadores matema´ticos sera˜o selecionados
para definir a relac¸a˜o fuzzy que modela a base de regras. Desta forma, a ma´quina
de infereˆncia fuzzy e´ de fundamental importaˆncia para o sucesso do sistema fuzzy, ja´
que fornece a sa´ıda a partir de cada entrada fuzzy e da relac¸a˜o definida pela base de
regras. Apresentaremos aqui dois me´todos particulares de Infereˆncia Fuzzy: o Me´todo
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de Mamdani e o Me´todo de Takagi-Sugeno. A diferenc¸a ba´sica entre esses me´todos recai
no tipo de consequ¨ente e no procedimento de defuzzificac¸a˜o. Para simplicidade, somente
modelos de regras com duas entradas e uma sa´ıda sera˜o ilustradas.
– Me´todo de Mamdani
Uma regra Se (antecedente) enta˜o (consequ¨ente) e´ definida pelo produto cartesiano
fuzzy dos conjuntos fuzzy que compo˜em o antecedente e o consequ¨ente da regra. O
me´todo de Mamdani agrega as regras atrave´s do operador lo´gico OU, que e´ mode-
lado pelo operador ma´ximo e, em cada regra, o operador lo´gico E e´ modelado pelo
operador mı´nimo. Veja as regras a seguir:
Regra 1: Se (x e´ A1 e y e´ B1) enta˜o (z e´ C1).
Regra 2: Se (x e´ A2 e y e´ B2) enta˜o (z e´ C2).
A Figura 2.7 ilustra como uma sa´ıda real z de um sistema de infereˆncia do tipo
Mamdani e´ gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composic¸a˜o max-
min.
A sa´ıda z ∈ R e´ obtida pela defuzzificac¸a˜o do conjunto fuzzy de sa´ıda C = C
′
1 ∪C
′
2
da Figura 2.7.
– Me´todo de Takagi-Sugeno
Neste caso, o consequ¨ente de cada regra e´ uma func¸a˜o das varia´veis de entrada.
Por exemplo, podemos supor que a func¸a˜o que mapeia a entrada e sa´ıda para cada
regra e´ uma combinac¸a˜o linear das entradas, isto e´, z = px1 + qx2 + r. Veja as
regras a seguir:
Regra 1 : Se (x e´ A1 e y e´ B1) enta˜o z = f1(x, y).
Regra 2 : Se (x e´ A2 e y e´ B2) enta˜o z = f2(x, y).
A Figura 2.8 a seguir, ilustra como uma sa´ıda z de um sistema do me´todo de Takagi-
Sugeno e´ gerada a partir das entradas reais x e y reais. Esta sa´ıda do sistema e´
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Figura 2.7: Me´todo de Mamdani com composic¸a˜o max-min.
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obtida pela me´dia ponderada (procedimento de defuzzificac¸a˜o) das sa´ıdas de cada
regra, usando-se o grau de ativac¸a˜o destas regras como ponderac¸a˜o.
No caso em que p = q = 0, enta˜o z = r (conjunto unita´rio fuzzy), os modelos
de Mandani e de Takagi-Sugeno produzem os mesmos valores de sa´ıda, porque a
defuzzificac¸a˜o no me´todo de Mamdani, pelo centro de gravidade, e´ igual a` me´dia
ponderada no me´todo de Takagi-Sugeno. Como z1 e z2 sa˜o conjuntos fuzzy unita´rios
enta˜o w1 e w2 sa˜o os graus de pertineˆncias de z1 e z2, respectivamente.
 

Figura 2.8: Me´todo de Takagi-Sugeno.
• Processador de Sa´ıda (Defuzzificac¸a˜o)
Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificac¸a˜o e´ um processo de se
representar um conjunto fuzzy por um nu´mero real. Em sistemas fuzzy, em geral a sa´ıda
e´ um conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um me´todo para defuzzificar a sa´ıda e
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obter um nu´mero real que a represente. A seguir, relacionaremos o me´todo mais comum
de defuzzificac¸a˜o.
– Centro de gravidade
Este me´todo de defuzzificac¸a˜o e´ semelhante a` me´dia ponderada para distribuic¸a˜o
de dados, com a diferenc¸a que os pesos sa˜o os valores C(zi) que indicam o grau de
compatibilidade do valor zi com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.
Para um domı´nio discreto tem-se
G(C) =
∑n
i=0 uiC(zi)∑n
i=0 C(zi)
(2.11)
Para um domı´nio cont´ınuo tem-se
G(C) =
∫
R
uC(u)du∫
R
C(u)du
(2.12)
onde R e´ a regia˜o de integrac¸a˜o.
A seguir, definiremos a integral fuzzy ou esperanc¸a fuzzy introduzida por Sugeno (Sugeno,
1974), um instrumento apropriado para avaliar conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy. A
integral fuzzy e´ usada aqui em substituic¸a˜o a` integral cla´ssica com o intuito de obter um
nu´mero real que represente um conjunto fuzzy. A esperanc¸a fuzzy desempenha func¸a˜o ana´loga
a` esperanc¸a cla´ssica, em que uma distribuic¸a˜o e´ ’representada’ por sua me´dia.
2.11 Esperanc¸a Fuzzy
A fim de usar um me´todo de defuzzificac¸a˜o para obter um valor real, isto e´, um nu´mero
real representativo de um conjunto fuzzy necessitaremos do conceito de medida fuzzy.
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Seja Ω um conjunto na˜o vazio e P (Ω) o conjunto das partes de Ω. A func¸a˜o µ : P (Ω) →
[0, 1] e´ uma medida fuzzy (Nguyen e Walker, 2000), (Barros et al., 2003) e (Ralescu et al.,
2001) se:
a) µ(∅) = 0 e µ(Ω) = 1
b) µ(A) ≤ µ(B) se A ⊆ B.
A medida fuzzy e´ cont´ınua em P (Ω) se e somente se satisfaz a), b) e
c) µ(
⋂∞
n=1An) = limn→∞ µ(An) se A1 ⊆ A2 ⊆ ... ⊆ An ⊆ ..., An ∈ P (Ω), ∀n ∈ N.
d) µ(
⋃∞
n=1An) = limn→∞ µ(An) se A1 ⊇ A2 ⊇ ... ⊇ An ⊇ ..., An ∈ P (Ω), ∀n ∈ N.
Seja um conjunto fuzzy de R com func¸a˜o de pertineˆncia u. O valor esperado do conjunto
fuzzy, denotado por FEV [u], e´ definido pela integral fuzzy
FEV [u] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{u ≥ α}] (2.13)
onde µ e´ uma medida fuzzy e {u ≥ α} = {x ∈ R : u(x) ≥ α}, α ∈ [0, 1].
Observac¸a˜o: Se H(α) = µ{u ≥ α} enta˜o o ca´lculo de FEV [u], consiste em determinar o
ponto fixo de H, que pode ser dado pela intersecc¸a˜o de y = α com g = H(α), 0 ≤ α ≤ 1
(Kandel, 1986).
Em nosso trabalho FEV [u] tambe´m sera´ usado como o defuzificador do conjunto fuzzy u.
2.12 Resumo
Neste cap´ıtulo, apresentamos algumas definic¸o˜es ba´sicas da teoria de conjuntos fuzzy que
utilizaremos nos pro´ximos cap´ıtulos do trabalho.
No pro´ximo cap´ıtulo, introduziremos alguns modelos cla´ssicos da transmissa˜o da AIDS e
das populac¸o˜es de soropositivos em HIV.
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Cap´ıtulo 3
Modelos Cla´ssicos da Dinaˆmica do
HIV
3.1 Introduc¸a˜o
Os modelos cla´ssicos que descrevem a dinaˆmica do HIV, em geral, sa˜o compartimentaliza-
dos e dados por um conjunto de equac¸o˜es diferenciais que descrevem a dinaˆmica do HIV. Em
geral produzem resultados importantes do fenoˆmeno, mas muitas vezes na˜o conseguem mo-
delar incertezas e impreciso˜es presentes na dinaˆmica biolo´gica. Muitos modelos estoca´sticos
e determin´ısticos teˆm sido desenvolvidos para descrever a dinaˆmica de evoluc¸a˜o da AIDS.
Dos modelos estoca´sticos destacamos o de Tan e Wu (Tan e Wu, 1998) que e´ constitu´ıdo de
quatro equac¸o˜es diferenciais ordina´rias e termos estoca´sticos nas varia´veis que representam o
nu´mero de ce´lulas latentes infectadas do tipo CD4+. O modelo tambe´m possui componentes
estoca´sticas nas varia´veis que representam o HIV livre infeccioso e na˜o infeccioso. Muitos
modelos cla´ssicos teˆm sido propostos, tanto modelos microsco´picos que estudam como o v´ırus
se comporta no organismo dos ind´ıviduos infectados, como modelos macrosco´picos que des-
crevem a transfereˆncia das populac¸o˜es suscet´ıveis para infectadas, de infectadas para todas as
fases do histo´rico natural do HIV, ou utilizando as terapias anti-retrovirais. Um histo´rico dos
modelos cla´ssicos de epidemiologia e de AIDS ate´ 1996 foi feito em (Raimundo, 1996). Neste
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cap´ıtulo, faremos algumas considerac¸o˜es sobre alguns modelos cla´ssicos nos quais incorpora-
mos incertezas e desenvolvemos modelos fuzzy nos pro´ximos cap´ıtulos.
3.2 Modelo de Transfereˆncia de Assintoma´tico para Sin-
toma´tico
Murray (1990) apresenta dois modelos propostos por Anderson et al. (1986) e afirma que
estes modelos sa˜o importantes sob o aspecto pedago´gico e na˜o incluem muitos dos fatores
aos quais poderiam e deveriam ser inclu´ıdos em modelos mais real´ısticos. O primeiro modelo
matema´tico de Anderson (1986), estabelece que a taxa de conversa˜o (λ) da infecc¸a˜o para
AIDS em func¸a˜o do tempo, na histo´ria natural do v´ırus HIV, seria a transfereˆncia entre a fase
assintoma´tica e sintoma´tica, como mostra a Figura 1.4. Este modelo esta´ descrito abaixo:
dx
dt
= −λ(t)x x(0) = 1
dy
dt
= λ(t)x y(0) = 0 (3.1)
em que x representa a frac¸a˜o de indiv´ıduos infectados, mas que ainda na˜o desenvolveram
AIDS, enquanto y representa a frac¸a˜o de indiv´ıduos infectados que ja´ desenvolveram a doenc¸a.
Consideramos uma populac¸a˜o na qual todos indiv´ıduos foram infectados com HIV no instante
t = 0. Assumimos que, no instante inicial, a frac¸a˜o inicial de infectados e´ ma´xima, e que a
frac¸a˜o inicial de doentes seja nula. Tambe´m assumimos que x + y = 1, e, portanto, uma vez
resolvida a equac¸a˜o para x, podemos encontrar y = 1− x.
O modelo se restringe aos casos em que a quantidade total de pacientes e´ constante, carac-
terizando assim a auseˆncia de dinaˆmica vital. Logo, a sua utilizac¸a˜o e´ restrita a populac¸o˜es de
controle, como por exemplo, soropositivos que fazem parte de programas de apoio, assisteˆncia
e de testes de drogas anti-HIV.
Normalmente, sem tratamento, quanto mais tempo no estado infectado, mais pro´ximo esta´
o paciente de um in´ıcio do sintomas. Assim, o paraˆmetro λ pode ser considerado como uma
func¸a˜o crescente no tempo e, assumindo que λ e´ linear, temos:
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λ(t) = at, (3.2)
Onde a e´ uma constante positiva. Assim, o modelo (3.1) fica da forma:
dx
dt
= −atx (3.3)
Resolvemos (3.3), obtendo a soluc¸a˜o x(t) = x(0)e−
at2
2 , com x(0) = 1. Portanto a soluc¸a˜o
de (3.3) e´:
x(t) = e−
at2
2 y(t) = 1− e−
at2
2 (3.4)
(Peterman et al., 1985) apresentam dados de 194 casos de transmissa˜o de AIDS associados
a transfuso˜es de sangue. Estes dados sa˜o reproduzidos na Figura 3.1. As soluc¸o˜es (3.4) foram
aplicadas a estes dados e o paraˆmetro a determinado para melhorar o ajuste dos dados: a
curva cont´ınua na Figura 3.1 mostra o resultado para
dy
dt
de indiv´ıduos que ja´ desenvolveram
a doenc¸a em func¸a˜o do tempo. Assim, a curva e´ apenas um ajuste do tipo mı´nimos quadrados
sem qualquer relac¸a˜o com elementos me´dico-biolo´gicos.
Os gra´ficos de (3.4) para a = 0.237 sa˜o apresentados na Figura 3.2.
A Figura 3.1 revela que a taxa de conversa˜o ma´xima ocorre por volta de 2 anos. Com os
novos avanc¸os no que se refere a`s drogas anti-retrovirais, suas combinac¸o˜es, profilaxias para as
infecc¸o˜es oportunistas, em particular para a pneumonia por Pneumocystis carinii(tida como
uma das mais frequ¨entes infecc¸o˜es que definem o diagno´stico de AIDS), a histo´ria natural da
doenc¸a pelo HIV vem se modificando, aumentando a sobrevida (tempo de vida que ultrapassa
determinado limite) apo´s o diagno´stico da infecc¸a˜o. Em alguns casos, a infecc¸a˜o permanece
esta´vel, com o paciente assintoma´tico e com contagem de ce´lulas CD4+ em sangue perife´rico
normal, por sete a 10 anos apo´s a transmissa˜o viral. Tais pacientes, denominados sobreviventes
de longo prazo (SLP) ou long term non progressors, sa˜o definidos arbitrariamente como aqueles
que apresentam contagem normal e esta´vel de ce´lulas CD4+, sem tratamento anti-retroviral,
por mais de sete anos. Uma caracterizac¸a˜o alternativa e mais rigorosa dos SLP e´ infecc¸a˜o pelo
HIV por treze anos ou mais, nenhum tratamento anti-retroviral, nu´mero de linfo´citos CD4+
maior do que 600/mm3 e nenhuma diminuic¸a˜o dessas ce´lulas ocorre, pelo menos durante cinco
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Figura 3.1: Taxa de variac¸a˜o da proporc¸a˜o da populac¸a˜o de infectados que desenvolveu AIDS
pelo HIV (atrave´s de transfusa˜o de sangue), a partir do tempo t=0. Para os dados de (Peter-
man et al., 1985) o melhor ajuste fornece a = 0.237anos−1 para o modelo (3.4).
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Figura 3.2: Soluc¸o˜es do modelo associado ao sistema de equac¸o˜es (3.1).
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anos. Outra categoria e´ a dos SLP com baixas, mas esta´veis contagens de ce´lulas CD4+: valor
absoluto menor do que 200/mm3 por cinco ou mais anos, sem qualquer doenc¸a relacionada
com a AIDS.
Na pro´xima sec¸a˜o mostraremos o segundo modelo matema´tico de Anderson, que mostra a
propagac¸a˜o do HIV numa populac¸a˜o homossexual, observando que o modelo anterior trata da
dinaˆmica de transfereˆncia de soropositivos para HIV em doenc¸a plenamente manifesta, que
sa˜o dois compartimentos do segundo modelo, sem distinc¸a˜o de sexo.
3.3 Modelo Macrosco´pico Determin´ıstico para a Propa-
gac¸a˜o do HIV numa Populac¸a˜o
Em (Murray, 1990) temos um modelo determin´ıstico de desenvolvimento de uma epidemia
de AIDS em uma populac¸a˜o homossexual, assumindo que existe uma taxa de imigrac¸a˜o cons-
tante B de homens suscet´ıveis para uma populac¸a˜o de tamanho n(t). Considere que x(t), y(t),
a(t) e z(t) denotam, respectivamente, o nu´mero de indiv´ıduos suscet´ıveis, homens infecciosos,
nu´mero de indiv´ıduos com manifestac¸a˜o plena da doenc¸a e o nu´mero de soropositivo na˜o-
infecciosos. Veja o diagrama a seguir:
Um primeiro modelo de sistema de equac¸o˜es e´ dado em (3.5), baseado no diagrama da
Figura 3.3, e´ enta˜o
dx
dt
= B − ex− rcx
dy
dt
= rcx− (o+ e)y
da
dt
= poy − (q + e)a
dz
dt
= (1− p)oy − ez
n(t) = x(t) + y(t) + z(t) + a(t)
r =
hy
n
(3.5)
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Aqui B e´ a taxa de suscet´ıveis recuperados na comunidade de homossexuais, e e´ a taxa de
morte natural, r e´ a probabilidade de adquirir infecc¸a˜o de uma escolha aleato´ria de parceiro
(r = hy
n
, onde h e´ a probabilidade de transmissa˜o da AIDS), c e´ o nu´mero de parceiros
sexuais, q e´ a taxa de mortes relatadas devido a` AIDS, p e´ a proporc¸a˜o de soropositivos que
sa˜o infecciosos e o e´ a taxa de conversa˜o de infecciosos para indiv´ıduos com manifestac¸a˜o plena
da doenc¸a, tomada constante.
Para obter uma soluc¸a˜o nume´rica do sistema (3.5) utilizamos os paraˆmetros da Tabela 3.1,
em que R0 ≈ hc/o e´ a raza˜o de reprodutividade basal
1 da epidemia, e as condic¸o˜es iniciais da
Tabela 3.2 (Murray, 1990):
B = 13333.3 anos−1 o = 0.2 anos−1 e = 1/32 anos−1
q = 1 anos−1 p = 0.3 R0 ≈ 5.5
Tabela 3.1: Paraˆmetros do modelo (3.5).
a(0) = 0
z(0) = 0
x(0) + y(0) = n(0)
n(0) = 100.000
Tabela 3.2: Condic¸o˜es iniciais.
As simulac¸o˜es nume´ricas da soluc¸a˜o do sistemas de equac¸o˜es (3.5) da˜o um quadro do
desenvolvimento da epidemia apo´s a introduc¸a˜o do HIV em uma populac¸a˜o de homossexuais
suscet´ıveis. A Figura 3.4 mostra a proporc¸a˜o de indiv´ıduos soropositivos e a proporc¸a˜o de
indiv´ıduos com manifestac¸a˜o plena da doenc¸a, relatando que a taxa de conversa˜o ma´xima
ocorre por volta de 15 anos. A curva da proporc¸a˜o de indiv´ıduos com manifestac¸a˜o plena da
doenc¸a apresentam comportamento similar a curva da proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica
da Figura 3.1.
Na pro´xima sec¸a˜o comentaremos alguns modelos microsco´picos da dinaˆmica do HIV e
faremos um estudo do comportamento do CD4+ e da carga viral.
1raza˜o de reprodutividade basal e´ definida, no caso de doenc¸as infecciosas, como sendo o nu´mero de casos
secunda´rios que um caso prima´rio e´ capaz de produzir em uma populac¸a˜o totalmente suscet´ıvel.
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Figura 3.3: Evoluc¸a˜o da doenc¸a de acordo com o sistema de equac¸o˜es em (3.5).
Figura 3.4: Proporc¸a˜o de indiv´ıduos soropositivos e a proporc¸a˜o de indiv´ıduos com manifes-
tac¸a˜o plena da doenc¸a.
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3.4 Modelos Microsco´picos
Em (Novak e Bangham, 1996) treˆs modelos da dinaˆmica de infecc¸a˜o do HIV, sem tratamen-
to com anti-retrovirais, sa˜o estudados. No´s utilizamos dois destes modelos em nosso trabalho.
O primeiro conte´m treˆs varia´veis dependentes do tempo: ce´lulas na˜o infectadas, ce´lulas in-
fectadas e part´ıculas de v´ırus livres, representadas por n,i e v respectivamente. Part´ıculas de
v´ırus invadem ce´lulas na˜o infectadas, infectando-as a uma taxa proporcional ao produto nv.
Ce´lulas infectadas produzem novos v´ırus livres a uma taxa dada por ki. Ce´lulas na˜o infecta-
das, ce´lulas infectadas e part´ıculas de v´ırus morrem com taxas dadas pelos produtos an, bi
e sv, respectivamente. No modelo, foi suposto que ce´lulas na˜o infectadas sa˜o continuamente
produzidas pelo organismo a uma taxa constante r. Esta taxa aumenta nos indiv´ıduos soropo-
sitivos, isto e´, o organismo aumenta sua produc¸a˜o na presenc¸a do HIV, segundo informac¸o˜es
fornecidas pelo Dr. Francisco Hideo Aoki. A Figura 3.5 ilustra o primeiro modelo de (Novak
e Bangham, 1996), mostrando como o v´ırus livre infecta a ce´lula na˜o infectada do linfo´cito T,
do tipo CD4+. Na Figura 3.5 o s´ımbolo + denota o encontro das ce´lulas na˜o infectadas com
o v´ırus livre.
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Figura 3.5: Dinaˆmica do HIV.
A partir da Figura 3.5, o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais e´ obtido:
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dn
dt
= r − an− βnv
di
dt
= βnv − bi
dv
dt
= ki− sv (3.6)
O segundo modelo utiliza quatro varia´veis dependentes do tempo em que as treˆs primeiras
sa˜o as mesmas do modelo anterior e a nova varia´vel z representa os anticorpos do HIV,
especificamente o linfo´cito T citoto´xico. O seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias,
descreve este modelo.
dn
dt
= r − an− βnv
di
dt
= βnv − bi− piz
dv
dt
= ki− sv
dz
dt
= ciz − dz (3.7)
em que p e´ a taxa de morte das ce´lulas infectadas, c e´ a taxa de produc¸a˜o de anticorpos
e d e´ a taxa de morte natural de anticorpos. Para obter uma soluc¸a˜o nume´rica do sistema
na˜o linear (3.7) utilizamos os paraˆmetros da Tabela 3.3 (Caetano e Yoneyama, 1999) e as
condic¸o˜es iniciais da Tabela 3.4:
r = 0.3 a = 0.1 β = 1
b = 0.01 p = 0.03 k = 0.5
s = 0.01 c = 0.01 d = 0.01
Tabela 3.3: Paraˆmetros do modelo (3.7).
Para as ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ utilizamos a escala logar´ıtmica, como mostra
a Figura 3.6(a). Comparando a soluc¸a˜o do sistema (3.7) mostrada na Figura 3.6 com a
Figura 1.4, notamos similaridades das ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ com o n´ıvel de CD4+,
do v´ırus livre com o v´ırus HIV, do anticorpo do HIV com o pro´prio anticorpo. Apesar do
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n(0) 0.99
i(0) 0.01
v(0) 0.1
z(0) 0.01
t inicial 0 unidades tempo
t final 500 unidades tempo
Tabela 3.4: Condic¸o˜es iniciais.
especialista, Dr. Francisco Hideo Aoki, afirmar que nos exames da contagem de CD4+ na˜o
existe identificac¸a˜o de ce´lulas infectadas e na˜o infectadas de CD4+, o ideal seria identificar a
contagem de CD4+ como a soma das ce´lulas infectadas e na˜o infectadas de CD4+.
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Figura 3.6: Soluc¸a˜o nume´rica do sistema (3.7).
A Figura 3.7 mostra o plano de fase entre v´ırus livre e ce´lulas na˜o infectadas de CD4+,
para que possamos observar o comportamento da carga viral e do n´ıvel de CD4+.
Um aspecto de especial interesse neste trabalho diz respeito a` fase assintoma´tica mostrada
na Figura 1.4, em que a variac¸a˜o das ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ e´ pequena. Enta˜o
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podemos tomar dn
dt
∼= 0, assim, n = n(v) ∼= ra+βv . O gra´fico desta func¸a˜o, Figura 3.8, tem um
comportamento similar ao plano de fase entre carga viral e as ce´lulas na˜o infectadas de CD4+
da Figura 3.7. Com alguns ca´lculos conclu´ımos que:
• Se n(v) = r
a+βv
enta˜o dn
dt
= 0. Assim, n(t) e´ constante.
• Se n(v) < r
a+βv
enta˜o dn
dt
> 0. Portanto, n(t) e´ crescente, significando que o paciente
esta´ melhorando porque o nu´mero de ce´lulas de CD4+ esta´ aumentando.
• Se n(v) > r
a+βv
enta˜o dn
dt
< 0. Portanto, n(t) e´ decrescente, significando que o paciente
esta´ piorando porque o nu´mero de ce´lulas de CD4+ esta´ diminuindo.
O trabalho de (Novak, 1999) trata do primeiro modelo citado anteriormente, isto e´, da
dinaˆmica da infecc¸a˜o do HIV, sem tratamento com anti-retrovirais. O modelo (3.8) consi-
dera tratamento de anti-retrovirais, isto e´, inibidores da Transcriptase Reversa, evitando que
part´ıculas do v´ırus livre infectem ce´lulas CD4+. Inibidores de Protease retardam a replicac¸a˜o
viral permitindo que o organismo reaja devidamente. A combinac¸a˜o dos dois inibidores tem
proporcionado um grande sucesso na terapia de HIV. O modelo com inibidores de transcriptase
reversa e´ dado a seguir:
di
dt
= −bi
dv
dt
= ki− sv (3.8)
O esquema deste tipo de tratamento e´ ilustrado na Figura 3.9; note que o s´ımbolo +
na˜o aparece, pois o inibidor de Transcriptase Reversa esta agindo no organismo do ind´ıviduo,
evitando que o v´ırus livre infecte as ce´lulas de CD4+. A soluc¸a˜o nume´rica, Figura 3.10 mostra
que o nu´mero de ce´lulas infectadas e de v´ırus livre tendem a zero quando o tempo tende ao
infinito. Os paraˆmetros utilizados para determinar a soluc¸a˜o nu´merica da Figura 3.10 sa˜o os
da Tabela 3.3 e as condic¸o˜es iniciais da Tabela 3.4.
Novak (1999) tambe´m mostra o esquema dos inibidores da protease do HIV conforme Fi-
gura 3.11. Estes inibidores evitam que as ce´lulas infectadas produzam v´ırus infecciosos. A
dinaˆmica e´ similar a` dos inibidores da transcriptase reversa, porque as part´ıculas de v´ırus
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Figura 3.7: Plano de fase entre carga viral (v) e ce´lulas na˜o infectadas (n)
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Figura 3.8: Gra´fico das ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ em func¸a˜o de v
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Figura 3.9: Inibidor da transcriptase reversa do HIV.
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Figura 3.10: Soluc¸a˜o Nume´rica do sistema com tratamento de transcriptase reversa do HIV.
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Figura 3.12: Variando os paraˆmetros do sistema (3.6).
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infecciosos presentes inicialmente decaem rapidamente. A combinac¸a˜o dos dois inibidores tem
tido sucesso para os portadores do HIV.
No modelo (3.8) com tratamento, as part´ıculas de v´ırus livre e o nu´mero de ce´lulas infecta-
das tendem a zero quando o tempo e´ muito grande, como mostra a Figura 3.10. Na realidade
isto na˜o ocorre, segundo informac¸a˜o do especialista Dr. Francisco Hideo Aoki, professor do
Departamento de Cl´ınica Me´dica da Faculdade de Cieˆncias Me´dicas da UNICAMP, pois se o
indiv´ıduo HIV positivo tiver v´ırus livre tendendo a zero, ele na˜o sera´ soropositivo. Os exames
laboratoriais podem apresentar carga viral indetecta´vel, indicando que o nu´mero de co´pias de
RNA viral circulante no sangue perife´rico e´ inferior ao limite de detecc¸a˜o do me´todo utilizado.
Este limite e´ varia´vel. Em nosso pa´ıs sa˜o empregados me´todos com limites entre 400 co´pias/ml
a 50 co´pias/ml, o que e´ muito satisfato´rio. Na rede pu´blica o me´todo utilizado apresenta o
limite de detecc¸a˜o de 50 co´pias/ml, segundo informac¸o˜es da sec¸a˜o Pergunte ao Especialista
(www.aids.gov.br).
Assim, o modelo (3.7) e´ o que mais se adapta a` utilizac¸a˜o de terapia anti-retroviral, pois
diminuindo o valor de β (taxa de transfereˆncia de ce´lulas na˜o infectadas para v´ırus livre), da
Tabela 3.3 e o valor de k (produc¸a˜o de v´ırus livre), da Tabela 3.4. A Figura 3.12 mostra que
diminuindo β e k, as ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ aumentam e a quantidade de v´ırus livre
diminui.
3.5 Resumo
Neste cap´ıtulo, tratamos de alguns modelos cla´ssicos, dados por equac¸o˜es diferenciais que
descrevem a dinaˆmica do processo de transmissa˜o do HIV.
No pro´ximo cap´ıtulo, trataremos do modelo (3.1) com a taxa de transfereˆncia λ, como um
paraˆmetro fuzzy dependendo da carga viral. Utilizaremos informac¸o˜es do especialista para
determinar este paraˆmetro.
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Cap´ıtulo 4
Conversa˜o de Assintoma´tico para
Sintoma´tico: Modelos Fuzzy com λ
Dependendo da Carga Viral
4.1 Introduc¸a˜o
A Engenharia e a Matema´tica Aplicada teˆm feito esforc¸os na resoluc¸a˜o de problemas tec-
nolo´gicos. Nem todo problema tecnolo´gico e´ essencialmente f´ısico em natureza. Os mais
frequ¨entes sa˜o originados de processos, controle e automac¸a˜o. A automac¸a˜o de ma´quinas so-
fisticadas tem sido desenvolvida com o uso da inteligeˆncia computacional, teoria de controle,
ale´m das te´cnicas modernas computacionais para resolver as equac¸o˜es diferenciais parciais
(Bassanezi, 2002).
A Cieˆncia da Computac¸a˜o inclui muitas teorias da lo´gica matema´tica e mais recentemente
da lo´gica fuzzy. A interac¸a˜o da computac¸a˜o com a matema´tica tem crescido de tal forma que
seria dif´ıcil afirmar qual delas colabora mais no seu desenvolvimento (Bassanezi, 2002).
O interesse pela teoria dos conjuntos fuzzy no estudo de fenoˆmenos epidemiolo´gicos vem
crescendo pela necessidade de estruturas matema´ticas e computacionais que possibilitem lidar
com impreciso˜es e incertezas, ale´m daqueles tratados com a teoria de sistemas estoca´sticos
(Dubois e Prade, 1980).
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As primeiras aplicac¸o˜es desta teoria em Biomatema´tica foi em diagno´stico me´dico (San-
chez, 1977) e (Sanchez e Bartolin, 1990),indexSanchez e Bartolin, 1990 e nelas se concentra
a maioria das aplicac¸o˜es da teoria de conjuntos fuzzy na medicina. Tambe´m, encontramos
na literatura uma simulac¸a˜o que trata da epidemia de heterossexuais HIV/AIDS atrave´s de
um modelo matema´tico fuzzy (Morio et al., 1996). Mais recentemente, esta teoria tem sido
aplicada nas mais diversas a´reas de medicina como, por exemplo, epidemiologia (Barros et al.,
2003), (Ortega, 2001), (Jafelice et al., 2002a), (Jafelice et al., 2003a) e (Jafelice et al., 2003b).
Em epidemiologia, uma mesma doenc¸a pode se manifestar de forma totalmente diferente em
diferentes pacientes, e com va´rios graus de severidade. Doenc¸as sa˜o frequ¨entemente descritas
com a utilizac¸a˜o de termos lingu¨´ısticos, que podem ser intrinsecamente vagos, uma vez que
muitas sa˜o as varia´veis qualitativas em medicina, cujas caracter´ısticas podem conduzri a di-
ficuldades na utilizac¸a˜o de me´todos quantitativos. Tambe´m existe a interface entre modelos
microsco´picos e macrosco´picos de um fenoˆmeno, a qual se mostra de dif´ıcil ana´lise. Neste
caso, uma estrate´gia para seu estudo e´ a formulac¸a˜o de um modelo abrangente, implicando
no uso de escalas diferentes (Bassanezi, 2002).
Neste cap´ıtulo, trataremos do modelo (3.1) em que λ e´ a taxa de transfereˆncia da popu-
lac¸a˜o assintoma´tica para sintoma´tica, inicialmente dependendo da carga viral. A sec¸a˜o 5.2
tratara´ da taxa de transfereˆncia dependendo do n´ıvel de CD4+, e na sec¸a˜o 5.3 λ sera´ tomada
como dependente da carga viral e do n´ıvel de CD4+.
4.2 Informac¸o˜es Me´dicas sobre HIV
Inicialmente se acreditava que a AIDS tinha um longo per´ıodo de lateˆncia cl´ınica entre a
infecc¸a˜o e o desenvolvimento da doenc¸a manifesta. Contra´ria a essa visa˜o, recente pesquisa
sobre as contagens de ce´lulas CD4+ e a replicac¸a˜o viral revela que o esta´gio intermedia´rio da
doenc¸a e´, na verdade, altamente dinaˆmico. Essa pesquisa demonstrou, atrave´s da ana´lise da
meia-vida das ce´lulas, da taxa de replicac¸a˜o viral e da vida me´dia do HIV, que diariamente
sobrevive uma quantidade de v´ırus maior do que as de ce´lulas CD4+ ( o HIV possui uma re-
plicac¸a˜o de 1010v´ırus/dia e a produc¸a˜o de CD4+ e´, no ma´ximo, 2x109unidades/dia). Ao longo
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do tempo essa diferenc¸a confere um desequil´ıbrio em favor do HIV, levando a apresentac¸a˜o
cl´ınica dos sintomas relacionados a` AIDS. Assim, a AIDS e´ uma consequ¨eˆncia dos altos n´ıveis
de replicac¸a˜o cont´ınua do HIV em detrimento da menor velocidade de produc¸a˜o de ce´lulas de
defesa, que leva a` inutilizac¸a˜o e destruic¸a˜o dos linfo´citos CD4+, mediadas pelo pro´prio v´ırus
ou por mecanismos imunolo´gicos.
A contagem de ce´lulas CD4+ em sangue perife´rico tem implicac¸o˜es progno´sticas na evo-
luc¸a˜o da infecc¸a˜o pelo HIV, pois e´ a marca registrada de de´ficit imunolo´gico e pode ser associa-
da a certos paraˆmetros cl´ınicos. E´ a medida de imunocompeteˆncia celular mais u´til clinicamen-
te no acompanhamento de pacientes infectados pelo HIV e a mais amplamente aceita, embora
na˜o seja a u´nica. De maneira dida´tica, pode-se dividir a contagem de ce´lulas CD4+ por
mililitro do sangue perife´rico em quatro faixas (fonte: Ministe´rio da Sau´de www.aids.gov.br):
• CD4+ > 0.5 ce´lulas/ml: Esta´gio da infecc¸a˜o pelo HIV com baixo risco de doenc¸a.
Neste esta´gio, ha´ boa resposta a`s imunizac¸o˜es de rotina e boa confiabilidade nos testes
cutaˆneos de hipersensibilidade tardia como o PPD1. Casos de infecc¸a˜o aguda podem
ter estes n´ıveis de CD4+, embora, de modo geral, esses pacientes tenham n´ıveis mais
baixos.
• CD4+ entre 0.2 e 0.5 ce´lulas/ml: Esta´gio caracterizado por surgimento de sinais
e sintomas menores ou alterac¸o˜es constitucionais. Risco moderado de desenvolvimento
de doenc¸as oportunistas. Nesta fase podem aparecer candid´ıase oral, herpes simples
recorrente, herpes zo´ster, tuberculose, leucoplasia pilosa oral, pneumonia bacteriana.
• CD4+ entre 0.05 e 0.2 ce´lulas/ml: Esta´gio com alta probabilidade de surgimento
de doenc¸as oportunistas como pneumocistose, toxoplasmose de SNC, neurocriptococose,
histoplasmose, citomegalovirose localizada. Esta´ associado a` s´ındrome consumptiva,
leucoencefalopatia multifocal progressiva, candid´ıase esofagiana, etc.
1PPD (Derivado Prote´ıco Purificado) teste recomendado de rotina anual para avaliac¸a˜o da necessidade de
quimioprofilaxia para tuberculose.
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• CD4+ < 0.05 ce´lulas/ml : Esta´gio com grave comprometimento de resposta imu-
nita´ria. Alto risco de surgimento de doenc¸as oportunistas como citomegalovirose dis-
seminada, sarcoma de Kaposi, linfoma na˜o-Hodgkin e infecc¸a˜o por microbacte´rias do
complexo Avium-Intracellulare. Alto risco de morte com baixa sobrevida.
A quantificac¸a˜o da carga viral e a contagem de CD4+ sa˜o utilizadas para iniciar ou alterar
a terapeˆutica anti-retroviral. Quando na˜o ha´ disponibilidade de quantificac¸a˜o da carga viral
pode-se basear na contagem de ce´lulas CD4+.
A primeira ide´ia para construir o modelo fuzzy, consiste em graduar λ de acordo com a
carga viral (Palma, 2000). Uma carga viral baixa na˜o e´ capaz de destruir todos os linfo´citos
CD4+ do organismo, e assim, ainda ha´ o acionamento de anticorpos contra as doenc¸as oportu-
nistas. Ja´ uma carga viral muito alta, destro´i uma quantidade ta˜o grande de linfo´citos CD4+
que o sistema imunolo´gico tem a sua func¸a˜o relevante comprometida. Logo, para caracterizar
o paraˆmetro λ (taxa de conversa˜o da populac¸a˜o assintoma´tica para populac¸a˜o sintoma´tica)
podem ser utilizadas expresso˜es para a carga viral como alta, me´dia, baixa, etc. Por outro
lado, o desenvolvimento da AIDS (surgimento de infecc¸o˜es oportunistas) ocorre quando a
densidade de ce´lulas CD4+ no organismo e´ baixa. Por isso, tanto a identificac¸a˜o do esta´gio
da doenc¸a quanto o seu respectivo tratamento baseiam-se no monitoramento da relac¸a˜o dos
n´ıveis de carga viral e ce´lulas CD4+. Controlando-se o n´ıvel da carga viral e o n´ıvel de ce´lulas
CD4+ impede-se o surgimento das infecc¸o˜es oportunistas.
Em caso de in´ıcio ou mudanc¸a de terapia anti-retroviral, alguns autores recomendam uma
medida de acompanhamento da carga viral apo´s 1 a 2 meses para avaliar o tratamento. Os
resultados devem ser interpretados da seguinte maneira:
• Carga viral abaixo de 10.000 co´pias de RNA por ml: baixo risco de progressa˜o
ou piora da doenc¸a.
• Carga viral entre 10.000 e 100.000 co´pias de RNA por ml: risco moderado de
progressa˜o ou piora da doenc¸a.
• Carga viral acima de 100.000 co´pias de RNA por ml: alto risco de progressa˜o
ou piora da doenc¸a.
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Em 2000 o Ministe´rio da Sau´de organizou um documento com o t´ıtulo: Recomendac¸o˜es
para terapia anti-retroviral em adultos e adolescentes infectados pelo HIV, que conte´m as
Tabelas 4.1 e 4.2.
Situac¸a˜o Cl´ınica Contagem de
CD4+(ce´lulas/ml)
Carga Viral
(co´pias/ml)
Recomendac¸o˜es
Assintoma´tico Contagem de CD4+
na˜o dispon´ıvel
Carga viral na˜o
dispon´ıvel
Na˜o tratar
Assintoma´tico ≥ 0.5 Independente da
carga viral
Na˜o tratar
Assintoma´tico ≥ 0.35 < 0.5 < 30000 Considerar tra-
tamento
≥ 30000 Considerar tra-
tamento
Assintoma´tico ≥ 0.2 < 0.35 Independente de
carga viral
Tratamento
anti-retroviral
Assintoma´tico < 0.2 Independente de
carga viral
Tratar e ini-
ciar profilaxia
para infecc¸o˜es
oportunistas
Sintoma´tico Independente da Con-
tagem de CD4+
Independente da
carga viral
Tratar e ini-
ciar profilaxia
para infecc¸o˜es
oportunistas
Tabela 4.1: Recomendac¸o˜es para in´ıcio da terapia anti-retroviral.
A conversa˜o do portador assintoma´tico para portador sintoma´tico depende das caracter´ıs-
ticas individuais, conforme a contagem da carga viral v e do n´ıvel de CD4+.
No modelo (3.1), vimos que λ = λ(t) e o esquema de compartimentos entre assintoma´ticos e
sintoma´ticos como na Figura 4.1. Mas a Sau´de Pu´blica, de acordo com a Tabela 4.2, identifica
va´rios sintomas que os indiv´ıduos HIV positivos podem apresentar. Desta forma, acreditamos
que o esquema de compartimentos apresentado na Figura 4.2 deva ser mais significativo que
o da Figura 4.1.
Assim, x1, x2,...,xn sa˜o as proporc¸o˜es da populac¸a˜o assintoma´tica, onde x1 tem carga viral
indetecta´vel e n´ıvel de CD4+ muito alto,...., xn tem carga viral alt´ıssima e n´ıvel de CD4+
muito baixo e α1 e´ a taxa de transfereˆncia da populac¸a˜o do compartimento x1 para x2,...,
αn−1 e´ a taxa de transfereˆncia da populac¸a˜o do compartimento xn−1 para xn.
53
Imunodeficieˆncia moderada
1. Perda de peso > 10% do peso corporal;
2. Diarre´ia croˆnica sem etiologia definida, com durac¸a˜o de mais de 1 meˆs;
3. Febre prolongada sem etiologia definida, por mais de 1 meˆs;
4. Candid´ıase oral;
5. Leucoplasia pilosa oral;
6. Tuberculose pulmonar at´ıpica
7. Herpes zoster;
8. Infecc¸o˜es recorrentes do trato respirato´rio (pneumonia, sinusite).
Imunodeficieˆncia grave
9. Pneumonia por Pneumocystis carinii;
10. Toxoplasmose cerebral;
11. Cristosporid´ıase com diarre´ia persistente, por mais de 1 meˆs;
12. Isospor´ıase com diarre´ia persistente, por mais de 1 meˆs;
13. Doenc¸a por citomegalov´ırus de um o´rga˜o que na˜o seja o f´ıgado, o bac¸o ou
os linfonodos;
14. Infecc¸a˜o pelo herpesv´ırus, com acometimento mucocutaˆneo por mais de 1
meˆs, ou visceral de qualquer durac¸a˜o;
15. Leucoencefalopatia multifocal progressiva;
17. Histoplasmose extrapulmonar ou disseminada;
18. Candid´ıase do esoˆfago, traque´ia, broˆnquios ou pulmo˜es;
19. Microbacteriose at´ıpica disseminada;
20. Sepse recorrente por salmonela;
21. Tuberculose extrapulmonar ou disseminada;
22. Linfoma prima´rio do ce´rebro;
23. Outros linfomas na˜o-Hodgkin de ce´lulas B;
24. Sarcoma de Kaposi;
25. Criptococose extrapulmonar.
Tabela 4.2: Manifestac¸o˜es cl´ınicas que caracterizam imunodeficieˆncia moderada e grave em
pacientes com diagno´stico de infecc¸a˜o pelo HIV comprovado laboratorialmente.
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Figura 4.1: Taxa de transfereˆncia λ(t).
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Figura 4.2: Taxa de transfereˆncia de acordo com as informac¸o˜es da Sau´de Pu´blica.
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Assim, Y1 e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o com imunodeficieˆncia moderada e Y2 e´ a proporc¸a˜o
da populac¸a˜o com imunodeficieˆncia grave, sendo y1 e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica
com sintoma 1 da Tabela 4.2, y2 e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica com sintoma 2 da
Tabela 4.2, y3 e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica com sintoma 3 da Tabela 4.2,......,
y25 e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica com sintoma 25 da Tabela 4.2 e β1 e´ a taxa de
transfereˆncia da proporc¸a˜o da populac¸a˜o de imunodeficieˆncia moderada para imunodeficieˆncia
grave. Assim, ter´ıamos um sistema de n+2 equac¸o˜es diferenciais, onde n e´ o nu´mero de
compartimentos que dividimos a populac¸a˜o assintoma´tica, conforme a quantidade de carga
viral e do n´ıvel de CD4+, existem muitas dificuldades matema´ticas para resolveˆ-lo (Leite,
1999). A seguir indicaremos o sistema de equac¸o˜es diferenciais que esta´ esquematizado na
Figura 4.2. Para j ≥ k a populac¸a˜o passa a ser sintoma´tica, existe uma taxa de transfereˆncia
λj da populac¸a˜o assintoma´tica para a populac¸a˜o sintoma´tica:
dx1
dt
= −α1x1
dx2
dt
= α1x1 − α2x2
...
dxj
dt
= αj−1xj−1 − αjxj − λjxj
...
dxn
dt
= αn−1xn−1 − λnxn
dY1
dt
=
n∑
j≥k
λjxj − β1Y1
dY2
dt
= β1Y1 (4.1)
Se somarmos membro a membro as equac¸o˜es diferenciais ordina´rias, teremos:
dX
dt
+
dY
dt
= 0 (4.2)
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com X =
∑n
i=1 xi e Y = Y1 + Y2. Assim, a equac¸a˜o X + Y = 1 e´ satisfeita.
A vantagem do modelo com paraˆmetros fuzzy e´ que sua ana´lise e´ muito mais simples, com-
parado com o modelo compartimental. Portanto, podemos considerar o modelo fuzzy como
um sistema com duas equac¸o˜es diferenciais com os compartimentos na˜o ta˜o bem ’separados’
como os do modelo (4.1). Neste caso, as varia´veis de interesse, n´ıvel de CD4+ (c) e carga
viral (v), sa˜o incertas. Agora o modelo (3.1) passa a ser
dx
dt
= −λ(v, c)x x(0) = 1
dy
dt
= λ(v, c)x = λ(v, c)(1− y) y(0) = 0 (4.3)
A principal diferenc¸a entre o modelo (4.3) e o modelo inicial (3.1) e´ que em (4.3) o
paraˆmetro λ e´ func¸a˜o da carga viral (v) e do n´ıvel de CD4+ (c), permitindo incorporar
as informac¸o˜es me´dicas, conforme Tabelas 4.1 e 4.2. Do ponto de vista matema´tico, podemos
pensar em (4.3) como uma famı´lia de sistemas de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias dependendo
dos paraˆmetros. No caso, dependendo de λ, que por sua vez, depende de v e c. Assim, nos
parece razoa´vel que o controle de λ, e consequ¨entemente da populac¸a˜o y (sintoma´ticos), possa
ser feito a partir de v e c.
Resolvendo a primeira equac¸a˜o de (4.3) para cada par (v, c), temos:
x(t) = x0e
−λ(v,c)t (4.4)
Com a condic¸a˜o inicial x0 = x(0) = 1, temos:
x(t) = e−λ(v,c)t
y(t) = 1− e−λ(v,c)t, t > 0. (4.5)
Nas equac¸o˜es (4.5), pelo fato do paraˆmetro λ ser func¸a˜o de grandezas fuzzy (carga viral e n´ıvel
de CD4+), as soluc¸o˜es x(t) e y(t) tambe´m dependem da func¸a˜o λ(v, c) e fornecem diferentes
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valores para x(t) e y(t).
Na sec¸a˜o seguinte, faremos um primeiro estudo considerando o conhecimento especialista
(me´dicos) e a taxa de transfereˆncia λ dependendo apenas da carga viral v (Jafelice et al.,
2002b).
4.3 Taxa de Transfereˆncia Dependendo da Carga Viral
v
4.3.1 Base de Regras para as Varia´veis: Nı´vel de CD4+, Carga viral
V e Taxa de Transfereˆncia Λ
Inicialmente a base de regras considera as varia´veis lingu¨´ısticas, em letras maiu´sculas, carga
viral V e n´ıvel de CD4+ no antecedente e Λ no consequ¨ente das regras, mas neste cap´ıtulo,
nosso intuito e´ tratar λ apenas em func¸a˜o da carga viral v.
Consideramos os valores lingu¨´ısticos baixo, me´dio e alto para a varia´vel lingu¨´ıstica n´ıvel
de ce´lulas CD4+ e os valores baixa, me´dia e alta para a varia´vel lingu¨´ıstica carga viral V ,
respectivamente, e os valores forte, moderada e fraca para a varia´vel lingu¨´ıstica associada a`
Λ, a taxa de transfereˆncia.
No modelo desenvolvido via SBRF (Sistema Baseado em Regras Fuzzy) utilizamos o
Me´todo de Mamdani para obter o comportamento de Λ. Nesta fase os especialistas teˆm
fundamental importaˆncia, tanto na definic¸a˜o dos termos quanto na definic¸a˜o do nu´mero de
termos de cada varia´vel lingu¨´ıstica. A base de regras e´ descrita na Figura 4.3, com as infor-
mac¸o˜es do especialista. Por exemplo: Se V e´ baixa e CD4+ e´ baixo enta˜o Λ e´ forte.
As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 representam as func¸o˜es de pertineˆncia dos diversos conjuntos
fuzzy associados a`s varia´veis lingu¨´ısticas carga viral V , n´ıvel de CD4+ e taxa de transfereˆncia
Λ, obtidas com a ajuda do especialista. Os eixos horizontais das treˆs var´ıaveis variam entre
0 e 1, porque em cada caso dividimos pelo maior valor assumido por cada uma delas para
normaliza´-los.
Para obter o valor de λ a partir de informac¸o˜es qualitativas da carga viral e do n´ıvel de
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VCD4+
baixa
baixo
média
médio
alta
alto
forte forte forte
moderada moderada moderada
fraca fraca moderada
Figura 4.3: Base de regras fuzzy.
  
Figura 4.4: Func¸o˜es de pertineˆncia para carga viral(V ).
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 Figura 4.5: Func¸o˜es de pertineˆncia para o n´ıvel de CD4+.
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
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0,2
0,4
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0,8
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
ForteModeradaFraca
Taxa de transferência (Λ)
Figura 4.6: Func¸o˜es de pertineˆncia para taxa de transfereˆncia (Λ).
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CD4+, usamos a te´cnica dos SBRF (Sistema baseado em Regras Fuzzy) citada no cap´ıtulo
2. Adotando o me´todo de defuzzificac¸a˜o do centro de gravidade, e as func¸o˜es de pertineˆncias
das Figuras 4.4, 4.5 e 4.6. O esquema da Figura 4.7 ilustra a te´cnica.
Figura 4.7: Representac¸a˜o da aproximac¸a˜o de Λ via Mamdani.
4.3.2 Simulac¸o˜es para Estimar λ = λ(v, c)
Inicialmente simulamos 60 valores de carga viral (v) e n´ıvel de CD4+ (c) em um ind´ıviduo
HIV-positivo e obtivemos 60 valores de λ, utilizando o SRBF como ilustrado na Figura 4.7. Nas
Figuras 4.8 e 4.9, mostramos as soluc¸o˜es das equac¸o˜es (4.5) para cada valor de λ, considerando
um intervalo de tempo de 60 unidades. Utilizando a te´cnica dos SBRF, determinamos a
superf´ıcie mostrada na Figura 4.10.
Para c = 1, temos λ em func¸a˜o da carga viral, conforme mostra a Figura 4.11.
Utilizamos na aproximac¸a˜o de λ o me´todo de Mamdani, mas agora com func¸o˜es de per-
tineˆncia para carga viral (V ) e para o n´ıvel de CD4+ (CD4+) triangulares. Para c = 1,
temos λ em func¸a˜o da carga viral, conforme mostra a Figura 4.12.
61
0 0.2 0.4
0.6 0.8 120
40
60
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Taxa de transferencia (λ)tempo (t)
x(t
)
Figura 4.8: Soluc¸a˜o x do modelo (4.3).
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Figura 4.9: Soluc¸a˜o y do modelo (4.3).
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Figura 4.10: Func¸a˜o λ = λ(v, c).
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Figura 4.11: λ em func¸a˜o da carga viral (c = 1).
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Figura 4.12: λ em func¸a˜o da carga viral (c = 1).
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Na pro´xima sec¸a˜o, propomos uma expressa˜o anal´ıtica para a taxa de transfereˆncia λ = λ(v)
com propriedades qualitativas semelhantes a`s das Figuras 4.11 e 4.12.
4.3.3 Modelagem da Taxa de Transfereˆncia λ
No modelo (4.3), assumimos inicialmente que λ e´ uma func¸a˜o de v e escolhemos um
conjunto fuzzy λ com a seguinte func¸a˜o de pertineˆncia
λ(v) =

0 se v < vmin
v−vmin
vM−vmin
vmin ≤ v ≤ vM
1 se vM < v < vmax
(4.6)
para constru´ırmos λ, Figura 4.13, em que vmin representa a quantidade mı´nima de v´ırus
necessa´ria para que o indiv´ıduo se torne sintoma´tico, vM representa a carga viral a partir da
qual a chance de se tornar sintoma´tico e´ ma´xima. Admitimos que a carga viral e´ limitada por
um valor ma´ximo, vmax.
 
O
v
1
v
max
vMvmin
 
Figura 4.13: Taxa de transfereˆncia λ em func¸a˜o de v.
Vamos considerar a carga viral do grupo HIV-positivo estudado (V) como uma varia´vel
lingu¨´ıstica com valores fraca, me´dia e forte, sendo cada um desses valores caracterizados por
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conjuntos fuzzy triangulares, de acordo com a seguinte func¸a˜o de pertineˆncia, Figura 4.14:
ρ(v) =

0 se v ≤ v − δ
1
δ
(v − v + δ) v − δ < v ≤ v
−1
δ
(v − v − δ) v < v ≤ v + δ
0 se v > v + δ
(4.7)
O paraˆmetro v e´ um valor modal e δ e´ a dispersa˜o dos conjuntos fuzzy que definem os
valores da varia´vel lingu¨´ıstica. Estes conjuntos fuzzy sera˜o definidos a partir dos valores vmin,
vM e vmax que aparecem na definic¸a˜o de λ.
1
v v-E v v+E
S
 
Figura 4.14: Func¸a˜o de pertineˆncia adotada para os conjuntos fuzzy associados a` V.
4.3.4 Esperanc¸a Fuzzy da Populac¸a˜o Assintoma´tica
A integral fuzzy, introduzida por (Sugeno, 1974), e´ um instrumento apropriado para avaliar
conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy. Na linguagem da teoria de conjuntos fuzzy, a integral
fuzzy e´ um defuzzificador do conjunto fuzzy. A integral fuzzy ou esperanc¸a fuzzy desempenha
func¸a˜o ana´loga a` esperanc¸a da teoria de processos estoca´sticos, em que uma distribuic¸a˜o e´
’representada’ por sua me´dia. O valor da integral fuzzy ou esperanc¸a fuzzy da proporc¸a˜o da
populac¸a˜o assintoma´tica, isto e´, do conjunto fuzzy x = x(v) e´ dada por, conforme cap´ıtulo 2,
FEV [x] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{x ≥ α}] (4.8)
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em que {x ≥ α} = {v : x(v) ≥ α} e µ e´ uma medida fuzzy, definida na sec¸a˜o 2.11.
Seja H(α) = µ{v | x(v) ≥ α}, para cada t > 0. Para α = 0 e α = 1, temos:
H(0) = µ{v | x(v) ≥ 0} = µ[0, 1] = 1 e H(1) = µ{v | x(v) ≥ 1} = µ[0, vmin]. Para
0 < α < 1, temos
H(α) = µ{v | x(v) ≥ α} = µ{v | e−λ(v)t ≥ α} = µ{v | λ(v) ≤ −
lnα
t
} =
=

µ[0, vmin] se −
lnα
t
≤ 0
µ[0, a] se 0 < − lnα
t
≤ 1
1 se − lnα
t
> 1
=

µ[0, vmin] se α = 1
µ[0, a] se e−t ≤ α < 1
1 se α < e−t
(4.9)
em que a = vmin + (vM − vmin)(−
ln α
t
), desta forma vmin < a ≤ vM . Para obter µ[0, a], vamos
definir uma medida fuzzy que, para nosso caso, nos parece razoa´vel.
A medida fuzzy para qualquer subconjunto A de nu´meros reais e´ dada por
µ(A) =
 supv∈A ρ(v) se A 6= ∅0 se A = ∅.
Esta pode ser considerada uma medida razoa´vel para ser adotada por um especialista, no
nosso caso um me´dico, que na˜o queira correr riscos nas suas avaliac¸o˜es e poss´ıveis tratamentos,
por se tratar de uma medida conservadora no sentido de que o grau de infecc¸a˜o de um grupo
de ind´ıviduos (A) e´ considerado como aquele apresentado pelo indiv´ıduo com maior grau de
infecc¸a˜o deste grupo.
Para estudar FEV [x] vamos considerar treˆs diferentes casos, de acordo com a varia´vel
lingu¨´ıstica V, e seus valores baixa, me´dia e alta, com cada um destes valores sendo um nu´mero
fuzzy que dependem de vmin, vM e vmax que aparecem na definic¸a˜o de λ.
1. Caso: Carga viral baixa (V−).
Neste caso, tomamos vmin > v + δ.
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A Figura 4.15 mostra a > vmin, temos que µ[0, vmin] e µ[0, a] = 1. Logo,
H(α) =
 1 se α = 11 se 0 < α < 1
Portanto, FEV [x] = 1.
2. Caso: Carga viral alta (V+).
Neste caso, tomamos vM ≤ v − δ e v + δ ≤ vmax.
A Figura 4.16, mostra que a ≤ vM e obtemos µ[0, vmin] = 0 e µ[0, a] = 0, logo
H(α) =
 0 se e−t ≤ α ≤ 11 se α < e−t
Portanto, FEV [x] = e−t.
3. Caso: Carga viral me´dia (V +− ).
Na Figura 4.17, tomamos v − δ > vmin e v + δ < vM e µ[0, vmin] = 0.
Fazendo alguns ca´lculos (Apeˆndice A), obtemos:
H(α) =

1 se 0 < α ≤ e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
ρ(a) se e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< α < e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
0 se e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
≤ α < 1
(4.10)
em que ρ(a) = 1
δ
[vmin + (vM − vmin)(−
ln α
t
)− v + δ].
A partir da expressa˜o acima, conclu´ımos que H(α) e´ cont´ınua e uma func¸a˜o decrescente
com H(0) = 1 e H(1) = 0. Entretanto, H tem um u´nico ponto fixo que coincide com
FEV [x], como vimos na sec¸a˜o 2.11. A Figura 4.18 mostra este fato.
Assim,
e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< FEV [x] < e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
. (4.11)
Podemos observar que derivando em relac¸a˜o a t a expressa˜o α = ρ(a), determinaremos
dα
dt
e, consequentemente, o sinal desta derivada quando t cresce.
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Figura 4.15: Carga viral baixa.
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Figura 4.16: Carga viral alta.
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Figura 4.17: Carga viral me´dia.
 α
 H(α)
 α
Figura 4.18: A func¸a˜o H(α).
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dα
dt
=
(vM − vmin)α ln(α)
t[αδt+ (vM − vmin)]
(4.12)
Conclu´ımos que o sinal de
dα
dt
e´ negativo, pois 0 < α < 1. Assim, α = FEV [x] e´
decrescente quando t cresce.
4.3.5 Comparac¸a˜o entre: Esperanc¸a Fuzzy da Populac¸a˜o Assin-
toma´tica; Populac¸a˜o Assintoma´tica com a Taxa de Trans-
fereˆncia no Valor Modal; e Populac¸a˜o Assintoma´tica com a
Esperanc¸a Fuzzy da Taxa de Transfereˆncia
Quando calculamos a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica utilizando a taxa de trans-
fereˆncia correspondente a` carga viral v, na˜o estamos lidando impreciso˜es na carga viral, es-
tamos supondo que toda populac¸a˜o tenha a mesma carga viral. Para comparar os resultados
que obtemos aqui com os resultados da sec¸a˜o anterior, vamos considerar os treˆs diferentes
casos, de acordo com a varia´vel lingu¨´ıstica V, que tem partic¸o˜es baixa, me´dia e alta, com cada
uma destas sendo um nu´mero fuzzy baseado nos valores vmin, vM e vmax que aparecem na
definic¸a˜o de λ.
1. Caso: Carga viral baixa (V−).
Neste caso, vmin > v + δ. Temos que, λ(v) = 0, logo, x(t) = 1. Portanto, igual ao
primeiro caso da sec¸a˜o anterior.
2. Caso: Carga viral alta (V+).
Neste caso, tomamos vM ≤ v − δ e v + δ ≤ vmax. Temos que, λ(v) = 1, logo,x(t) = e
−t.
Portanto, igual ao segundo caso da sec¸a˜o anterior.
3. Caso: Carga viral me´dia (V +− ).
Neste caso, tomamos v − δ > vmin e v + δ < vM . Temos que, λ(v) =
v−vmin
vM−vmin
, logo,
x(t) = e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
. Assim,
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e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< FEV [x]
Destes treˆs casos, conclu´ımos que:
e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
≤ FEV [x]. (4.13)
Vamos calcular a esperanc¸a fuzzy da taxa de transfereˆncia do conjunto fuzzy λ da seguinte
forma:
FEV [λ] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{λ ≥ α}]
em que {λ ≥ α} = {v ∈ R : λ(v) ≥ α} e µ e´ uma medida fuzzy.
Seja H1(α) = µ{v | λ(v) ≥ α}, e´ fa´cil ver que para α = 0 e α = 1, enta˜o H1(0) = 1 e
H1(1) = µ[vM , vmax]. Para 0 < α < 1, temos
H1(α) =

1 se α = 0
µ[a1, vmax] se 0 < α < 1
µ[vM , vmax] se α = 1
(4.14)
em que a1 = vmin + (vM − vmin)α. Para comparar estes resultados com os resultados
obtidos anteriormente, vamos considerar os treˆs diferentes casos, de acordo com as varia´veis
lingu¨´ısticas V, que sa˜o classificadas em baixa, me´dia e alta com cada uma destas classificac¸o˜es
sendo um nu´mero fuzzy baseado nos valores vmin, vM e vmax que aparecem na definic¸a˜o de λ.
1. Caso: Carga viral baixa (V−).
Neste caso, tomamos vmin > v + δ. Veja Figura 4.15, como a1 > vmin, temos que
µ[a1, vmax] = 0 e µ[vM , vmax] = 0.
H1(α) =
 1 se α = 00 se 0 < α ≤ 1
Desta forma, FEV [λ] = 0, logo, e−FEV [λ]t = 1. Coincide com o primeiro caso da sec¸a˜o
anterior.
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2. Caso: Carga viral alta (V+).
Neste caso, tomamos vM ≤ v − δ e v + δ ≤ vmax. A Figura 4.16, mostra que a1 ≤ vM
e obtemos µ[a1, vmax] = 1 e µ[vM , vmax] = 1. Portanto, H1(α) = 1, ∀α. Desta forma,
FEV [λ] = 1, logo, e−FEV [λ]t = e−t. Coincide com o segundo caso da sec¸a˜o anterior.
3. Caso: Carga viral me´dia (V +− ).
Neste caso, tomamos v − δ > vmin e v + δ < vM , conforme Figura 4.17. Fazendo alguns
ca´lculos (Apeˆndice A), obtemos:
H1(α) =

1 se 0 < α ≤ v−vmin
vM−vmin
ρ(a1) = −
1
δ
[vmin + (vM − vmin)α− v − δ] se
v−vmin
vM−vmin
< α ≤ v−δ−vmin
vM−vmin
0 se v−δ−vmin
vM−vmin
< α ≤ 1
(4.15)
A partir da expressa˜o acima, conclu´ımos que H1(α) e´ cont´ınua e uma func¸a˜o decrescente
com H1(0) = 1 e H1(1) = 0. Entretanto, H1 tem um u´nico ponto fixo que coincide com
FEV [λ]. Assim, v−vmin
vM−vmin
< FEV [λ] < v−δ−vmin
vM−vmin
. Logo, e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< e−FEV [λ]t <
e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
. Podemos concluir que:
e−FEV [λ]t < e−λ(v)t. (4.16)
Comparando os treˆs diferentes casos da esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica (4.11),
da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica com a taxa de transfereˆncia no valor modal v (4.13)
e da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica com a esperanc¸a fuzzy da taxa de transfereˆncia
(4.16), conclu´ımos que:
e−FEV [λ]t ≤ e−λ(v)t ≤ FEV [x] (4.17)
No modelo fuzzy as incertezas sa˜o retiradas no final do processo, quando calculamos
FEV [x] (defuzzificac¸a˜o), isto e´, quando a representac¸a˜o de um conjunto fuzzy e´ dada por
um nu´mero real. No modelo determin´ıstico a incerteza e´ retirada no in´ıcio do processo. As-
sim, nas desigualdades (4.17) temos que, utilizando uma medida fuzzy conservadora no sentido
que esta´ sendo levado em conta o maior grau de infecc¸a˜o do grupo, o modelo fuzzy e´ mais oti-
mista, pois a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica e´ maior que e−λ(v)t, que e´ a soluc¸a˜o
determin´ıstica, sendo v o valor modal.
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4.3.6 Cr´ıtica ao Modelo com Taxa de Transfereˆncia Dependendo
Apenas de v
Nosso primeiro estudo foi feito com a taxa de transfereˆncia λ dependendo apenas de v,
pelo fato de ser mais dida´tico e tambe´m para compreender melhor o modelo matema´tico de
evoluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV-positivos. Posteriormente, outras informac¸o˜es biolo´gicas podera˜o
ser incorporadas ao modelo. A medicina verifica que na˜o e´ rara a ocorreˆncia de resposta
discrepante entre contagem de ce´lulas CD4+ e carga viral, ou seja, diminuic¸a˜o da carga viral
e de CD4+, ou elevac¸a˜o da carga viral e de CD4+. Alguns estudos veˆm mostrando que, nessas
situac¸o˜es, a contagem de ce´lulas de CD4+ e´ o melhor indicador para a resposta terapeˆutica,
devendo ser monitorada com intervalo de tempo menor que quatro meses. Do ponto de
vista laboratorial, os principais paraˆmetros que sugerem progressa˜o da doenc¸a sa˜o a elevac¸a˜o
significativa da carga viral (>0.5 log; ou 3 vezes o valor inicial) e/ou reduc¸a˜o expressiva no
n´ıvel de CD4+ (diminuic¸a˜o >25% no nu´mero absoluto de T-CD4+). Variac¸o˜es entre dois
resultados de exame da carga viral menores do que 0.5 log (ou 3 vezes, em relac¸a˜o ao valor
anterior) na˜o sa˜o consideradas significativas, do ponto de vista cl´ınico, uma vez que esta e´
a faixa de variabilidade normal intertestes (Ministe´rio da Sau´de). Outra cr´ıtica ao primeiro
modelo sa˜o as func¸o˜es de pertineˆncia e os termos lingu¨´ısticos, pois a Sau´de Pu´blica utiliza
mais faixas para a classificac¸a˜o do n´ıvel do CD4+ e da carga viral v.
4.4 Resumo
Neste cap´ıtulo, tratamos a taxa de transfereˆncia de assintoma´tico para sintoma´tico como
um paraˆmetro fuzzy que depende da carga viral v, e utilizamos informac¸o˜es do especialista
na modelagem deste paraˆmetro. Calculamos a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica
e comparamos com a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica com a taxa de transfereˆncia no
valor modal v e com a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica correspondente a` esperanc¸a
fuzzy da taxa de transfereˆncia.
Assim, no pro´ximo cap´ıtulo faremos um estudo da taxa de transfereˆncia dependendo da
carga viral v e do n´ıvel de CD4+.
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Cap´ıtulo 5
Conversa˜o de Assintoma´tico para
Sintoma´tico: Modelos Fuzzy com λ
Dependendo do Nı´vel de CD4+ e da
Carga Viral
5.1 Introduc¸a˜o
A Sau´de Pu´blica considera importante para o controle da populac¸a˜o HIV-positivos a con-
tagem de ce´lulas CD4+ e da carga viral. Na˜o e´ raro ocorrer discrepaˆncia entre a contagem de
ce´lulas de CD4+ e de carga viral, ou seja, diminuic¸a˜o da carga viral e do CD4+, ou elevac¸a˜o
da carga viral e do CD4+. Nestes casos, a contagem CD4+ e´ o melhor determinador para
indicac¸a˜o terapeˆutica. Neste cap´ıtulo, trataremos inicialmente da taxa de transfereˆncia de
assintoma´tico para sintoma´tico dependendo do n´ıvel de CD4+ e posteriormente, da taxa de
transfereˆncia dependendo da carga viral v e do n´ıvel de CD4+. Nestes modelos na˜o estamos
levando em conta tratamento com terapia anti-retroviral dos indiv´ıduos.
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5.2 Taxa de Transfereˆncia Dependendo do CD4+
Nesta sec¸a˜o trataremos da taxa de transfereˆncia dependendo do n´ıvel do linfo´cito T, do
tipo CD4+, e utilizaremos informac¸o˜es do Ministe´rio da Sau´de, dadas na sec¸a˜o 4.2, para
construir as func¸o˜es de pertineˆncias, tornando as fronteiras das faixas da divisa˜o do n´ıvel de
CD4+ e da carga viral menos abruptas, veja (Jafelice et al., 2002a), possibilitando aproximar
a modelagem matema´tica da realidade biolo´gica da evoluc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica para
a populac¸a˜o sintoma´tica.
5.2.1 Varia´veis Lingu¨´ısticas e Base de Regras
Como fizemos anteriormente, vamos estimar a taxa de transfereˆncia λ = λ(v, c) baseada
nas informac¸o˜es me´dicas. Adotamos a base de regras fuzzy assumindo como antecedentes a
carga viral V e o n´ıvel de CD4+, e Λ como consequ¨ente. Os termos lingu¨´ısticos para V sa˜o
baixa, me´dia e alta e para o n´ıvel de CD4+ muito baixo, baixo, me´dio, me´dio alto e alto. Para
a taxa de transfereˆncia Λ os termos lingu¨´ısticos sa˜o fraca, me´dia fraca, me´dia e forte.
A Tabela 4.1 relata uma fase importante da transfereˆncia de assintoma´tico para sin-
toma´tico, quando o n´ıvel de CD4+ esta´ entre 0.2 e 0.5 cels/ml, assim, dividimos a contagem
de CD4+ em duas faixas: de 0.35 a 0.5 cels/ml na˜o considerar tratamento; e de 0.2 a 0.35
cels/ml considerar tratamento.
O me´todo de infereˆncia utilizado foi novamente o de Mamdani. As func¸o˜es de pertineˆncia
da carga viral, do n´ıvel de CD4+ e da taxa de transfereˆncia sa˜o trapezoidais, Figuras 5.2, 5.3
e 5.4. Observamos que dividimos os valores da carga viral por 200000 co´pias de RNA/ml e
com informac¸o˜es me´dicas constru´ımos a Figura 5.1. Por exemplo: Se V e´ baixa e CD4+ e´
muito baixo enta˜o Λ e´ forte.
Simulamos 60 valores para a carga viral e o n´ıvel de CD4+ em um ind´ıviduo HIV-positivo,
e determinamos os valores de λ, utilizando o SBRF. Constru´ımos a superf´ıcie mostrada na
Figura 5.5.
Fazendo um corte na superf´ıcie paralela ao eixo do n´ıvel de CD4+, obtemos a curva da
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Figura 5.1: Base de regras fuzzy.
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Figura 5.2: Func¸o˜es de pertineˆncia da carga viral (V ).
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Figura 5.3: Func¸o˜es de pertineˆncia do n´ıvel de CD4+ .
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Figura 5.4: Func¸o˜es de pertineˆncia da taxa de transfereˆncia (Λ).
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Figura 5.5: Valores da taxa de transfereˆncia defuzzificados.
Figura 5.6. Fazendo um corte na superf´ıcie paralela ao eixo da carga viral, obtemos a curva,
da Figura 5.7.
Assim, poder´ıamos modelar analiticamente λ em func¸a˜o da carga viral como a equac¸a˜o
(4.6) e o ca´lculo da esperanc¸a fuzzy para a populac¸a˜o ssintoma´tica e´ ana´logo ao feito no
cap´ıtulo 4.
Propomos uma expressa˜o anal´ıtica para a taxa de transfereˆncia λ como func¸a˜o do n´ıvel
de CD4+ com propriedades qualitativas semelhantes a` Figura 5.6. Assim, escolhemos um
conjunto fuzzy λ com a seguinte func¸a˜o de pertineˆncia
λ(c) =

1 se c < cmin
cM−c
cM−cmin
cmin ≤ c ≤ cM
0 se cM < c < cmax
(5.1)
em que cmin representa o menor n´ıvel de CD4+ na qual a chance do indiv´ıduo se tornar
sintoma´tico e´ ma´xima e cM representa o n´ıvel de CD4+ na qual a chance de se tornar sin-
toma´tico e´ min´ıma, e cmax e´ o maior n´ıvel de CD4+ poss´ıvel.
81
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Nivel de CD4+ (c)
Ta
xa
 d
e 
tra
ns
fe
re
nc
ia
 (λ
)
Figura 5.6: λ como func¸a˜o do CD4+ (v = 0.1).
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Figura 5.7: λ como func¸a˜o da carga viral (c = 1).
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A partir da Figura 5.6, podemos obter os valores aproximados para cmin e cM , isto e´, cmin
e´ aproximadamente 0.05 cels/ml e cM e´ aproximadamente 0.5 cels/ml. Estes valores sa˜o com-
pat´ıveis com a realidade, sec¸a˜o 4.2: se o n´ıvel de CD4+ e´ menor que 0.05 cels/ml a tendeˆncia
e´ o ind´ıviduo ser sintoma´tico e quando o n´ıvel de CD4+ e´ maior que 0.5 cels/ml a tendeˆncia
e´ que o indiv´ıduo seja assintoma´tico.
c
λ
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c
max
cM
c
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Figura 5.8: Taxa de transfereˆncia λ em func¸a˜o de c.
Para calcular a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica, vamos considerar o CD4+ do
grupo HIV-positivo estudado (C), Figura 5.9, como uma varia´vel lingu¨´ıstica com valores baixo,
me´dio e alto, sendo cada um desses valores caracterizados por conjuntos fuzzy triangulares,
de acordo com a func¸a˜o de pertineˆncia:
ρ(c) =

0 se c ≤ c− δ
1
δ
(c− c+ δ) c− δ < c ≤ c
−1
δ
(c− c− δ) c < c ≤ c+ δ
0 se c > c+ δ
(5.2)
O paraˆmetro c e´ um valor modal e δ e´ a dispersa˜o dos conjuntos fuzzy assumidos pela
varia´vel lingu¨´ıstica. Estes conjuntos fuzzy sera˜o definidos a partir dos valores cmin, cM e cmax
que aparecem na definic¸a˜o de λ.
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Figura 5.9: Func¸a˜o de pertineˆncia adotada para c.
A seguir, vamos calcular a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica em um determinado
grupo da populac¸a˜o.
5.2.2 Esperanc¸a Fuzzy da Populac¸a˜o Assintoma´tica
Como vimos no Cap´ıtulo 2, a esperanc¸a fuzzy e´ um defuzzificador. O valor da esperanc¸a
fuzzy para populac¸a˜o assintoma´tica x = x(c) e´
FEV [x] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{x ≥ α}] (5.3)
em que {x ≥ α} = {c : x(c) ≥ α} e µ e´ uma medida fuzzy. Como vimos no Cap´ıtulo 2, o
ponto fixo da func¸a˜o H2(α) = µ{c | x(c) ≥ α}, para cada t > 0 fornece a FEV [x]. Para α = 0
e α = 1, temos:
H2(0) = µ{c | x(c) ≥ 0} = µ[0, 1] = 1 e H2(1) = µ{c | x(c) ≥ 1} = µ[cM , cmax].
Para 0 < α < 1, temos
H2(α) = µ{c | x(c) ≥ α} = µ{c | e
−λ(c)t ≥ α} = µ{c | λ(c) ≤ −
lnα
t
} =
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=
µ[cM , cmax] se −
lnα
t
≤ 0
µ[a2, cmax] se 0 < −
lnα
t
≤ 1
1 se − lnα
t
> 1
=

µ[cM , cmax] se α = 1
µ[a2, cmax] se e
−t ≤ α < 1
1 se α < e−t
em que
a2 = cM − (cM − cmin)(−
lnα
t
), (5.4)
desta forma cmin < a2 ≤ cM .
Como ja´ fizemos no Cap´ıtulo 4, vamos definir a medida fuzzy por
µ(A) =
 supc∈A ρ(c) se A 6= ∅0 se A = ∅
para A ⊂ R. A µ e´ uma medida otimista, pois o n´ıvel de CD4+ em um grupo esta´ sendo
avaliado no indiv´ıduo com o melhor n´ıvel de CD4+. Para estudar a FEV [x] no´s vamos
considerar treˆs diferentes casos, de acordo com as varia´veis lingu¨´ısticas c, e seus valores baixo,
me´dio e alto, com cada um destes valores sendo um nu´mero fuzzy que depende dos valores
cmin, cM e cmax que aparecem na definic¸a˜o de λ.
1. Caso: Nı´vel de CD4+ baixo (C−).
Neste caso, tomamos cmin > c+ δ, Figura 5.10.
Como a2 > cmin, temos que µ[cM , cmax] = 0 e µ[a2, cmax] = 0. Logo,
H2(α) =
 0 se e−t ≤ α ≤ 11 se α < e−t
Portanto, FEV [x] = e−t.
2. Caso: Nı´vel de CD4+ alto (C+).
Neste caso, tomamos cM ≤ c− δ e c+ δ ≤ cmax.
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Figura 5.10: N´ıvel de CD4+ baixo.
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Figura 5.11: N´ıvel de CD4+ alto.
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A Figura 5.11 mostra que a2 ≤ cM e obtemos µ[cM , cmax] = 1 e µ[a2, cmax] = 1, logo
H2(α) =
{
1 se 0 ≤ α ≤ 1
Portanto, FEV [x] = 1.
3. Caso: Nı´vel de CD4+ me´dio (C+−).
Neste caso, tomamos c− δ > cmin e c+ δ < cM e µ[cM , cmax] = 0, Figura 5.12.
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Figura 5.12: N´ıvel de CD4+ me´dio.
Fazendo alguns ca´lculos (Apeˆndice B), obtemos:
H2(α) =

1 se 0 < α ≤ e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
ψ(a2) se e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
< α < e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
0 se e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
< α ≤ 1
(5.5)
em que ψ(a2) =
1
δ
[−cM − (cM − cmin)(
ln α
t
) + c + δ]. A partir de (5.5), conclu´ımos que
H2(α) e´ cont´ınua e uma func¸a˜o decrescente com H2(0) = 1 e H2(1) = 0. Entretanto, H2
tem um u´nico ponto fixo que coincide com FEV [x], Figura 5.13. Portanto,
e−λ(c)t ≤ FEV [x] ≤ e−λ(c+δ)t (5.6)
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Figura 5.13: A func¸a˜o H2(α).
Observamos que derivando em relac¸a˜o a t a expressa˜o α = ψ(a2) de (5.5), determinamos
dα
dt
, dada por:
dα
dt
=
(cM − cmin)α ln(α)
t[αδt+ (cM − cmin)]
(5.7)
O sinal de (5.7) e´ negativo, pois 0 < α < 1. Assim, α = FEV [x] e´ decrescente com t.
A partir de 5.6, temos a seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 5.1. Para cada t > 0, existe um u´nico c(t) ∈ (c, c+ δ) para o qual FEV [x] =
e
“
c(t)−cM
cM−cmin
”
t
.
Prova: A func¸a˜o H2(α) e´ cont´ınua, decrescente e tem FEV [x] como seu ponto fixo. A de-
sigualdade (5.6) fornece o intervalo que conte´m FEV [x]. Portanto, pelo Teorema do Valor
Intermedia´rio, existe um u´nico c(t) no intervalo (c, c+ δ). Tal que
FEV [x] = e
“
c(t)−cM
cM−cmin
”
t
 (5.8)
Consequ¨entemente, a esperanc¸a fuzzy na˜o e´ soluc¸a˜o de (4.3). A Proposic¸a˜o 5.1 mostra que,
para cada instante t, existe uma soluc¸a˜o de (4.3) em t que coincide com a FEV [x]. A FEV [x]
88
e´ diferencia´vel e satisfaz a seguinte equac¸a˜o diferencial com o paraˆmetro c(t) dependendo do
tempo:
dx
dt
= −
[
λ(c(t)) + t
dλ
dt
(c(t))
dc
dt
(t)
]
x (5.9)
Na pro´xima sec¸a˜o, vamos calcular a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica considerando
a taxa de transfereˆncia do valor modal c, para compararmos com a desigualdade (5.6).
5.2.3 Populac¸a˜o Assintoma´tica com a Taxa de Transfereˆncia no Va-
lor Modal
Nesta sec¸a˜o vamos calcular a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica considerando a taxa
de transfereˆncia correspondente ao valor modal c. Para comparar com o valor da FEV [x],
em treˆs casos diferentes, de acordo com a varia´vel lingu¨´ıstica CD4+, que sa˜o baixo, me´dio e
alto com cada uma destas sendo um nu´mero fuzzy baseado nos valores cmin, cM e cmax que
aparecem na definic¸a˜o de λ.
1. Caso: Nı´vel de CD4+ baixo (C−).
Neste caso, tomamos cmin > c + δ. Temos que λ(c) = 1, logo, x(t) = e
−t. Portanto,
igual a FEV [x].
2. Caso: Nı´vel de CD4+ alto (C+).
Neste caso, tomamos cM ≤ c − δ e c + δ ≤ cmax. Temos que λ(c) = 0, logo, x(t) = 1.
Portanto, igual a FEV [x].
3. Caso: Nı´vel de CD4+ me´dio (C+−).
Neste caso, tomamos c− δ > cmin e c+ δ < cM . Temos que λ(c) =
−c+cM
cM−cmin
, logo,
x(t) = e
−
“
−c−cM
cM−cmin
”
t
. Assim,
e
−
“
−c−cM
cM−cmin
”
t
< FEV [x]
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Destes treˆs casos, conclu´ımos que:
e
−
“
−c−cM
cM−cmin
”
t
≤ FEV [x]. (5.10)
5.2.4 Esperanc¸a Fuzzy da Taxa de Transfereˆncia
A esperanc¸a fuzzy de λ, interpretada como a taxa me´dia de transfereˆncia associada ao
conjunto fuzzy λ, e´ dada por:
FEV [λ] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{λ ≥ α}]
em que {λ ≥ α} = {c ∈ R : λ(c) ≥ α} e µ e´ uma medida fuzzy.
Seja H3(α) = µ{c | λ(v) ≥ α}. E´ fa´cil ver que, se α = 0 e α = 1, enta˜o H3(0) = 1 e
H3(1) = µ[0, cmin]. Para 0 < α < 1, temos
H3(α) =

1 se α = 0
µ[0, a3] se 0 < α < 1
µ[0, cmin] se α = 1
onde a3 = cM − (cM − cmin)α.
Para comparar com os resultados das sec¸o˜es anteriores, vamos considerar os treˆs diferentes
casos, de acordo com os valores lingu¨´ısticos de c, baixo, me´dio e alto onde cada um deles e´ um
nu´mero fuzzy baseado nos valores cmin, cM e cmax que aparecem na definic¸a˜o de λ.
1. Caso: CD4+ baixo (C−).
Neste caso, tomamos cmin > c+δ, Figura 5.10, como a3 > cmin, temos que µ[0, cmin] = 1
e µ[0, a3] = 1.
H3(α) =
{
1 se 0 ≤ α ≤ 1
Desta forma, FEV [λ] = 1, logo, e−FEV [λ]t = e−t. Coincide com os primeiros itens da
secc¸o˜es anteriores.
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2. Caso: Nı´vel de CD4+ alto (C+).
Neste caso, tomamos cM ≤ c− δ e c + δ ≤ cmax, a Figura 5.11, mostra que a3 ≤ vM e
obtemos µ[0, cmin] = 0 e µ[0, a3] = 0. Portanto,
H3(α) =
 1 se α = 00 se 0 < α ≤ 1
Desta forma, FEV [λ] = 1, logo, e−FEV [λ]t = e−t. Coincide com os segundos itens das
secc¸o˜es anteriores.
3. Caso: Nı´vel de CD4+ me´dio (C+−).
Neste caso, tomamos c − δ > cmin e c + δ < cM , Figura B.1, fazendo alguns ca´lculos
(Apeˆndice B), obtemos:
H3(α) =

1 se 0 ≤ α ≤ −c+cM
cM−cmin
ψ1(a3) =
1
δ
[cM − (cM − cmin)α− c+ δ] se
−c+cM
cM−cmin
< α ≤ −c+δ+cM
cM−cmin
0 se −c+δ+cM
cM−cmin
< α < 1
.
(5.11)
A partir da expressa˜o acima, conclu´ımos que H3(α) e´ cont´ınua e uma func¸a˜o decrescente
com H3(0) = 1 e H3(1) = 0. Entretanto, H3 tem um u´nico ponto fixo que coincide com
FEV [λ], Figura 5.13.
Assim, −c+cM
cM−cmin
< FEV [λ] < −c+δ+cM
cM−cmin
. Logo, e
−
“
−c+δ+cM
cM−cmin
”
t
< e−FEV [λ]t < e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
.
Podemos concluir que:
e−FEV [λ]t < e−λ(c)t. (5.12)
Determinamos o valor de FEV [λ], que e´ o ponto fixo de ψ1(a3), resolvendo a seguinte
equac¸a˜o:
1
δ
[cM − (cM − cmin)α− c + δ] = α (5.13)
α =
−c + δ + cM
cM − cmin + δ
(5.14)
Portanto, FEV [λ] =
−c + δ + cM
cM − cmin + δ
. Observamos que e−FEV [λ]t e´ soluc¸a˜o do sistema de
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equac¸o˜es diferenciais (5.15) apenas para c∗ dado em (5.16).
dx
dt
= −λ(c)x x(0) = 1
dy
dt
= λ(c)x = λ(c)(1− y) y(0) = 0 (5.15)
c∗ =
(c− δ − cM)(cM − cmin)
cM − cmin + δ
+ cM (5.16)
Fazendo alguns ca´lculos, verificamos que λ(c∗) = FEV [λ] e, de 5.12, conclu´ımos que:
e−λ(c
∗)t < e−λ(c)t (5.17)
Logo, λ(c∗) > λ(c) e, como λ e´ decrescente, temos que c∗ < c. Por outro lado, sabemos
que
cM − cmin
cM − cmin − δ
< 1 (5.18)
Apo´s alguns ca´lculos obtemos c∗ > c− δ > cmin. Logo, conclu´ımos que cmin < c
∗ < c.
5.2.5 Comparac¸a˜o entre: Esperanc¸a Fuzzy da Populac¸a˜o Assin-
toma´tica; Populac¸a˜o Assintoma´tica com a Taxa de Trans-
fereˆncia no Valor Modal ; e Populac¸a˜o Assintoma´tica com a
Esperanc¸a Fuzzy da Taxa de Transfereˆncia
Comparando o n´ıvel da CD4+ me´dio, a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica (5.6),
a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica com a taxa de transfereˆncia no valor modal c (5.10)
e a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica com a esperanc¸a fuzzy da taxa de transfereˆncia
(5.12), e tambe´m os nive´is de CD4+ baixo e alto, conclu´ımos que
e−FEV [λ]t ≤ e−λ(c)t ≤ FEV [x] (5.19)
Das desigualdades (5.6) e (5.19), temos que:
e−FEV [λ]t ≤ e−λ(c)t ≤ FEV [x] ≤ e−λ(c+δ)t (5.20)
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5.2.6 Conclusa˜o
Para o modelo que trata da taxa de transfereˆncia dependendo de c, a soluc¸a˜o do modelo
determin´ıstico considerando o valor de c, e´ x(t) = e−λ(c)t. No´s enfatizamos que, a medida
fuzzy que utilizamos e´ otimista, no sentido que consideramos o indiv´ıduo com o maior n´ıvel
de CD4+. A FEV [x] e´ menor que e−λ(c+δ)t como mostra (5.6) e assim depende da dispersa˜o
populacional δ do n´ıvel de CD4+ do grupo estudado. Quando δ → 0, FEV [x] → e−λ(c)t, isto
e´, depende somente do CD4+. Isto indica que, para uma populac¸a˜o homogeˆnea, isto e´, para
uma populac¸a˜o com o n´ıvel de CD4+ ao redor do valor modal do conjunto fuzzy triangular, o
nu´mero me´dio da populac¸a˜o assintoma´tica aproxima-se de e−λ(c)t. Na pro´xima sec¸a˜o, faremos
um estudo com a taxa de transfereˆncia dependendo do CD4+, sendo este uma func¸a˜o da
carga viral.
5.3 Taxa de Transfereˆncia Dependendo da Carga Viral
e do CD4+ como Func¸a˜o da Carga Viral
Nesta sec¸a˜o faremos uma abordagem do modelo (4.3), com a taxa de transfereˆncia de-
pendendo da carga viral e do CD4+ (Jafelice et al., 2003a). Dada a base de regras fuzzy
da sec¸a˜o 5.2.1 e usando a infereˆncia de Mamdani com o meto´do de defuzzificac¸a˜o do centro
de gravidade, no´s podemos calcular o valor de λ(v, c) para os valores da carga viral v e os
respectivos valores do n´ıvel de CD4+, conforme equac¸a˜o (5.21).
No cap´ıtulo 3, introduzimos uma relac¸a˜o entre as ce´lulas na˜o infectadas de CD4+ e o v´ırus
livre v: n = r
a+βv
. Tambe´m, identificamos a quantidade das ce´lulas na˜o infectadas de CD4+
com o n´ıvel de CD4+, pois as ce´lulas na˜o infectadas da Figura 3.6(a) teˆm comportamento
similar a`s do linfo´cito T CD4+ da Figura 1.4 e o exame de sangue na˜o diferencia ce´lulas na˜o
infectadas n de ce´lulas infectadas i. O exame de sangue identifica apenas n´ıvel de CD4+.
Assim, o n´ıvel de CD4+ e´ proporcional a n, e no´s consideramos a partir de agora que
c(v) =
r
a+ βv
(5.21)
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O resultado produzido atrave´s da infereˆncia fuzzy e a defuzzificac¸a˜o e´ mostrado na Figura
5.14. Quando no´s 1) projetamos a curva da taxa de transfereˆncia defuzzificada no plano da
taxa de transfereˆncia versus o plano da carga viral, e 2) aproximamos a projec¸a˜o pelas retas,
a aproximac¸a˜o da func¸a˜o λ e´ dada em (5.22), ilustrada na Figura 5.15.
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Figura 5.14: Taxa de transfereˆncia para os valores c(v), sua projec¸a˜o e aproximac¸a˜o.
λ(v, c) =

0 se 0 < v < vmin
v−vmin
vM−vmin
se vmin < v < vM
1 se v > vM
(5.22)
Note que existe uma quantidade mı´nima de v´ırus vmin para a evoluc¸a˜o da doenc¸a e que,
acima de uma certa quantidade de v´ırus vM , a chance para evoluc¸a˜o torna-se maior. A
quantidade de v´ırus e´ limitada por vmax.
O conhecimento me´dico sugere que a carga viral pode ser representada razoavelmente
por um conjunto fuzzy triangular, Figura 4.14, dado pela forma anal´ıtica (4.7). Isto pode
ser visto como uma maneira para expressar os valores da carga viral atrave´s de um nu´mero
fuzzy. Nu´mero fuzzy e´ um meio para quantificar valores imprecisos tal como a carga viral esta´
em torno de v. Valores precisos da carga viral para a populac¸a˜o sa˜o raros. Nu´meros fuzzy
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Figura 5.15: Gra´fico da func¸a˜o λ(v, c).
capturam a imprecisa˜o inerente a`s varia´veis biolo´gicas tal como carga viral e n´ıvel de CD4+.
Dado um valor para carga viral na forma de um conjunto fuzzy ρ, a partir do princ´ıpio
de extensa˜o Figura 2.5 e c(v) podemos encontrar o correspondente conjunto fuzzy M para
CD4+, dado por M(c), como mostra a Figura 5.16.
Fazendo o produto cartesiano dos conjuntos fuzzy do CD4+ com o da carga viral V ,
obtemos a superf´ıcie da Figura 5.17
Note que, quando o produto cartesiano e´ interceptado com a func¸a˜o caracter´ıstica grafo
c(v) = r
a+βv
, o resultado, denotado θ(v, c), e´ a distribuic¸a˜o da carga viral e do n´ıvel de CD4+
para um grupo de indiv´ıduos infectados, Figura 5.18.
A tarefa agora e´ a seguinte. Dada uma distribuic¸a˜o da carga viral e a func¸a˜o da taxa
de transfereˆncia, encontrar o valor esperado da populac¸a˜o sintoma´tica para um determinado
tempo. Como no´s vamos ver na pro´xima sec¸a˜o, o valor da carga viral ρ(v) tem um papel
essencial para encontrar o valor esperado.
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Figura 5.16: O conjunto fuzzy para CD4+ encontrado via o princ´ıpio de extensa˜o.
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Figura 5.18: Intersecc¸a˜o entre o grafo de c(v) e o produto cartesiano dos conjuntos fuzzy para
V e CD4+.
5.3.1 Esperanc¸a Fuzzy para a Populac¸a˜o Sintoma´tica
Nesta sec¸a˜o, vamos calcular a esperanc¸a fuzzy da proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica
y(t) = 1− e−λ(v,c)t para cada instante t > 0.
Assim, para cada t > 0, o valor esperado da populac¸a˜o sintoma´tica y = y(t, v, c), FEV [y],
e´ obtido a partir da definic¸a˜o da esperanc¸a fuzzy
FEV [y] = sup
0≤α≤1
inf[α, µ{y ≥ α}] (5.23)
em que {y ≥ α} = {(v, c) ∈ R+ × A : y(v, c) ≥ α}, α ∈ [0, 1], µ e´ uma medida fuzzy e
A = {c : c(v) = r
a+βv
}. Seja
H4(α) = µ{(v, c) : y(t, v, c) ≥ α} = µ{(v, c) : λ(v, c) ≥ −
ln(1− α)
t
} (5.24)
para cada t > 0. A partir da Figura 5.18, e recordando que c(v) = r
a+βv
no´s conseguimos:
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θ(v, c) =

0 se v ≤ v − δ
1
δ
(v − v + δ) v − δ < v ≤ v
−1
δ
(v − v − δ) v < v ≤ v + δ
0 se v > v + δ
(5.25)
A esperanc¸a fuzzy da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica x = x(t, v, c) para λ(v) e λ(c)
e uma medida fuzzy particular do supremo, e´ apresentada nas sec¸o˜es 4.3.4 e 5.2.2, (Jafelice
et al., 2002b) e (Jafelice et al., 2002a), respectivamente. Nesta sec¸a˜o, no´s sugerimos a seguinte
medida fuzzy:
µ(B) =
 1δ
∫
B
ρ(v)dv se B 6= ∅
0 se B = ∅
(5.26)
Substituindo λ(v, c) em H4(α) mostramos que v(t) ≥ vmin −
ln(1−α)
t
(vM − vmin). Assim,
B = [v(t), vmax], em que
v(t) = vmin + [
−ln(1− α)
t
](vM − vmin), (5.27)
α = FEV [y], e vmin < v(t) ≤ vmax, para cada t > 0.
Para encontrar o valor esperado da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica, treˆs casos sa˜o
de interesse, respectivamente:
1. Caso: Carga viral baixa (V−). Se vmin > v + δ enta˜o FEV [y] = 0.
2. Caso: Carga viral alta (V +). Assumimos vM ≥ v − δ e v + δ ≥ vmax. Assim,
FEV [y] = 1− e−t.
3. Caso: Carga viral me´dia (V +− ). Para v − δ > vmin e v + δ < vM .
O terceiro caso e´ o caso mais interessante para os nossos propo´sitos, porque frequ¨ente-
mente a maior parte dos indiv´ıduos esta´ nesta faixa. Apo´s simples, mas longas manipu-
lac¸o˜es alge´bricas (Apeˆndice B), obtemos:
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H4(α) =

1 se 0 ≤ α ≤ 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
1− 1
2
(v(t)−v
δ
+ 1)2 se 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
1
2
(v−v(t)
δ
+ 1)2 se 1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
0 se 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
≤ α < 1− e−t
0 se α > 1− e−t
(5.28)
Como H4(α) e´ cont´ınua e decrescente, ela tem um u´nico ponto fixo que coincide com
FEV [y] (Kandel, 1986). Portanto, para t fixo, obtemos a seguinte desigualdade:
1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
< FEV [y] < 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
(5.29)
para
v − δ < v(t) < v + δ.
Denotamos por FEVinferior = 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
a FEV otimista da proporc¸a˜o da popu-
lac¸a˜o sintoma´tica e por FEVsuperior = 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
a FEV pessimista da proporc¸a˜o
da populac¸a˜o sintoma´tica. Entretanto
FEVinferior < FEV [y] < FEVsuperior. (5.30)
Assim, temos a seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 5.2. Para cada t > 0, existe um u´nico v(t) ∈ (v − δ, v + δ) para a qual
FEV [y] = 1− e
“
−v(t)+vmin
vM−vmin
”
t
.
Prova: A func¸a˜o H4(α) e´ cont´ınua, decrescente e tem FEV [y] como seu ponto fixo. A
desigualdade (5.29) fornece o intervalo que conte´m FEV [y]. Portanto, pelo Teorema do Valor
Intermedia´rio, existe um u´nico v(t) no intervalo (v − δ, v + δ). Tal que
FEV [y] = 1− e
“
−v(t)+vmin
vM−vmin
”
t
 (5.31)
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Assim, o valor esperado fuzzy na˜o e´ soluc¸a˜o de (4.3). O que a Proposic¸a˜o 5.2 mostra e´
que, para cada instante t, existe uma soluc¸a˜o de (4.3) cujo valor em t e´ o mesmo de FEV [y]
em t. Na verdade, e´ fa´cil verificar que FEV [y] e´ diferencia´vel e satisfaz a seguinte equac¸a˜o
diferencial com o paraˆmetro v(t) dependendo do tempo:
dy
dt
=
[
v(t)− vmin
vM − vmin
+
t
vM − vmin
dv(t)
dt
]
(1− y) (5.32)
Desta forma, o valor esperado fuzzy FEV [y] de uma equac¸a˜o diferencial autoˆnoma e´ uma
soluc¸a˜o de uma correspondente equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma.
Na pro´xima sec¸a˜o no´s verificamos como o valor esperado fuzzy da populac¸a˜o sintoma´tica
compara-se com a soluc¸a˜o sugerida em (Murray, 1990) usando os dados reais.
5.3.2 Esperanc¸a Fuzzy da Populac¸a˜o Sintoma´tica e Dados Reais
Como no´s discutimos no Cap´ıtulo 3, (Murray, 1990) apresenta o modelo de Anderson (3.1)
ajustado para encontrar o paraˆmetro a a partir dos dados de (Peterman et al., 1985). Nesta
sec¸a˜o no´s usamos os dados de (Murray, 1990), Figura 3.1, para originar um modelo fuzzy e
computar o valor esperado fuzzy da populac¸a˜o infectada. No´s assumimos que, inicialmente, a
frac¸a˜o dos indiv´ıduos assintoma´ticos infectados x e´ 1 (ma´xima), e que a frac¸a˜o dos indiv´ıduos
sintoma´ticos y e´ nula. Note que FEV [y] (5.31) depende dos paraˆmetros v(t), vmin e vM .
Desde que os valores y(t) possam ser obtidos a partir dos dados mostrados na Figura 3.1,
podemos, a partir da Proposic¸a˜o 5.2, equac¸a˜o (5.31), e equac¸a˜o (4.5), encontrar os valores de
v para cada t. A partir destes valores de v ajustamos por quadrados mı´nimos fornecendo a
seguinte estimativa para v(t), Figura 5.19:
v(t) = 0.067t+ 0.036 (5.33)
Agora, a partir da Figura 5.14 no´s estimamos vmin = 0.046 e vM = 0.56 e computamos
FEV [y] usando (5.31).
Recordamos que a taxa de transfereˆncia que encontra o modelo cla´ssico de Anderson (3.1)
para os dados e´ λ(t) = 0.237t (Murray, 1990). No nosso caso, podemos encontrar uma visa˜o
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Figura 5.19: Ajuste por quadrados mı´nimos de v(t).
expl´ıcita do comportamento da taxa de transfereˆncia no tempo se substitu´ımos o valor de v(t)
dado por (5.33) em (5.22). O resultado, dado por (5.34) abaixo, e´ uma estimativa da taxa de
transfereˆncia λ de (4.3), mostrada na Figura 5.20 para 0 < t < 6,
λ =
 0 se 0 < v < 0.0460.12t− 0.019 se 0.046 < v < 0.56 (5.34)
Como notamos a partir da Figura 5.20, a estimativa da taxa de transfereˆncia desenvolvida
pelo modelo fuzzy sugerido neste trabalho encontra os dados reais muito mais precisamente
do que a fornecida pelo modelo cla´ssico.
Dados os valores estimados de λ, Figura 5.20, a partir de (5.31) no´s facilmente calculamos
FEV [y] para cada t > 0. Figura 5.21 mostra os gra´ficos das fronteiras inferior e superior de
FEV [y] (5.29), os valores estimados da FEV [y], junto com os valores dados pelo modelo de
Anderson e os dados relatados (Murray, 1990). Claramente, FEV [y] fornece uma soluc¸a˜o que
e´ pro´xima dos dados reais tanto quanto o modelo de Anderson. Entretanto, o modelo fuzzy
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Figura 5.20: Comportamento da taxa de transfereˆncia no tempo.
usa informac¸o˜es dos especialistas da a´rea me´dica e princ´ıpios biolo´gicos para determinar a
estimativa da taxa de transfereˆncia, sendo portanto mais geral.
5.3.3 Conclusa˜o
Nesta sec¸a˜o sugerimos um modelo para a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV positiva para mani-
festac¸a˜o da AIDS focalizando a taxa de transfereˆncia de HIV para AIDS. A principal diferenc¸a
entre o modelo cla´ssico (3.1) e o modelo fuzzy (4.3) e´ que o modelo fuzzy explora a incerteza
no paraˆmetro enquanto que o modelo cla´ssico na˜o explora. Neste sentido, o modelo cla´ssico
e´ um exemplo particular dos modelos fuzzy. No´s vimos que o modelo de Anderson e´ obtido a
partir do melhor ajuste dos dados enquanto o modelo fuzzy e´ constru´ıdo a partir de princ´ıpios
biolo´gicos. Em outras palavras, o modelo fuzzy capta um significado biolo´gico embutido no
paraˆmetro λ, uma vez que e´ compat´ıvel com o conhecimento e a percepc¸a˜o me´dica destes
valores. A taxa de transfereˆncia de (4.3) esta´ pro´xima dos dados reais relatados na literatura
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e podemos observar o comportamento da carga viral no tempo, conforme Figura 5.19. Este
comportamento pode dar uma estimativa para a cieˆncia me´dica no controle da evoluc¸a˜o da
AIDS.
5.4 Resumo
Neste cap´ıtulo tratamos inicialmente da taxa de transfereˆncia de assintoma´tico para sin-
toma´tico dependendo do n´ıvel de CD4+ e posteriormente, da taxa de transfereˆncia depen-
dendo da carga viral v e do n´ıvel de CD4+, este como func¸a˜o da carga viral. Nestes modelos,
na˜o estamos levando em conta o tratamento com terapia anti-retroviral dos indiv´ıduos.
O pro´ximo cap´ıtulo fornece uma metodologia para determinar a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o
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HIV assintoma´tica, esta metodologia encontra uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-
autoˆnoma a partir de uma equac¸a˜o diferencial autoˆnoma, um valor inicial fuzzy do modelo
microsco´pico, o princ´ıpio de extensa˜o, e o centro de gravidade.
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Cap´ıtulo 6
Metodologia para Determinar a
Evoluc¸a˜o da Populac¸a˜o HIV
Assintoma´tica
6.1 Introduc¸a˜o
O modelo microsco´pico de Nowak (3.7) e´ muito representativo, pois comparando a soluc¸a˜o
nu´merica do sistema de equac¸o˜es diferenciais na˜o-lineares mostrado na Figura 3.6 com Figura
1.4, observamos semelhanc¸as qualitativas na fase assintoma´tica da AIDS.
Me´todos gerais de resoluc¸a˜o anal´ıtica de equac¸o˜es diferenciais sa˜o espec´ıficos para deter-
minados tipos de equac¸o˜es, por exemplo, as equac¸o˜es lineares. De maneira geral, obtemos a
soluc¸a˜o anal´ıtica de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-linear se conseguimos atrave´s de alguma mu-
danc¸a de varia´veis, transforma´-la numa equac¸a˜o linear. Caso contra´rio, sua resoluc¸a˜o, a na˜o
ser em alguns casos particulares, somente pode ser obtida por me´todos computacionais. Assim,
a aplicac¸a˜o de me´todos computacionais na resoluc¸a˜o de equac¸o˜es diferenciais tem favorecido
substancialmente a evoluc¸a˜o dos modelos, dando-lhes maior credibilidade. Consequentemente
sua utilizac¸a˜o tem sido ampliada nas mais variadas a´reas do conhecimento (Bassanezi, 2002).
Este cap´ıtulo propo˜e uma me´todo para determinar a evoluc¸a˜o de populac¸o˜es HIV assin-
toma´ticas. Em linhas gerais, o me´todo consiste dos seguintes passos. A partir do modelo
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microsco´pico, que caracteriza cada indiv´ıduo na populac¸a˜o HIV positiva, no´s obtemos o n´ıvel
de CD4+ em cada instante de tempo. Conhecendo-se o n´ıvel de CD4+, seu valor fuzzy
inicial, e modelo macrosco´pico da populac¸a˜o, no´s calculamos os valores fuzzy da proporc¸a˜o
da populac¸a˜o assintoma´tica em cada instante t usando o princ´ıpio de extensa˜o. Em segui-
da, a defuzzificac¸a˜o pelo centro de gravidade e´ usada para obter a soluc¸a˜o do modelo fuzzy
(6.2). Esta aproximac¸a˜o sugere um resultado no sentido que fornece um me´todo de encontrar
uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma a partir de uma equac¸a˜o autoˆnoma,
um valor inicial fuzzy, o princ´ıpio de extensa˜o, e a defuzzificac¸a˜o com o centro de gravidade.
Experimentos computacionais mostram que a soluc¸a˜o dada pela metodologia sugerida neste
cap´ıtulo se aproxima dos dados mostrados na Figura 3.1, (Jafelice et al., 2003b).
6.2 O Princ´ıpio de Extensa˜o e o Modelo de Evoluc¸a˜o
da Manifestac¸a˜o da AIDS
Nesta sec¸a˜o, utilizaremos o princ´ıpio de extensa˜o para encontrar o conjunto fuzzy corres-
pondente ao n´ıvel de CD4+ em treˆs casos especiais.
Lembrando que a soluc¸a˜o x(t) de (6.2) pode ser vista como uma func¸a˜o composta, da
seguinte forma:
D(c)
λ
−→ [0, 1]
xt−→ [0, 1] (6.1)
onde D(c) e´ o domı´nio do n´ıvel de CD4+. Assim, xt ◦ λ : D(c)−→[0, 1]. Podemos utilizar o
princ´ıpio de extensa˜o de duas maneiras: na primeira, calcularemos a extensa˜o de Zadeh de
λ(ρ) e em seguida, a extensa˜o de Zadeh de xt(λ(ρ)) e na segunda, calcularemos a extensa˜o de
Zadeh diretamente da func¸a˜o composta xt ◦ λ, com λ(c) e ρ(c) definidas nas expresso˜es (5.1)
e (5.2), respectivamente. A primeira sera´ denotada por x̂t(λ̂(ρ)) e a segunda por x̂t ◦ λ(ρ).
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6.2.1 Extensa˜o de Zadeh x̂t(λ̂(ρ))
Dado o sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias:
dx
dt
= −λ(c)x x(0) = 1
dy
dt
= λ(c)x = λ(c)(1− y) y(0) = 0 (6.2)
x e´ a proporc¸a˜o de indiv´ıduos assintoma´ticos no instante t e y e´ a proporc¸a˜o de indiv´ıduos
sintoma´ticos no instante t. Sabemos que xt = e
−λt e´ soluc¸a˜o de (6.2) e que, para cada t fixo, xt
depende de λ. Como 0 ≤ λ ≤ 1, λ = λ(c), pode ser interpretada como a func¸a˜o de pertineˆncia
de algum conjunto fuzzy do universo dos valores assumidos pelo n´ıvel de CD4+, ver Figura
6.1. No entanto, λ = λ(c) na˜o deve ser interpretada como uma distribuic¸a˜o de possibilidades
em CD4+, pois λ(c) ’capta’ apenas a informac¸a˜o que a taxa de transfereˆncia λ depende da
concentrac¸a˜o de CD4+ de cada indiv´ıduo. Supondo que os valores assumidos pelo CD4+ sa˜o
igualmente poss´ıveis, temos que os valores assumidos por λ ∈ [0, 1] teˆm a mesma possibilidade
(Nguyen e Walker, 2000). Ou seja, a func¸a˜o de pertineˆncia que fornece a possibilidade de
λ ∈ [0, 1], para λ e´ dada por (6.3).
µ[0,1](λ) =
 1 se λ ∈ [0, 1]0 se λ 6∈ [0, 1] (6.3)
Assim, para cada instante t, a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica e´ dada por um
conjunto fuzzy cuja func¸a˜o de pertineˆncia x̂t pode ser obtida pela extensa˜o de Zadeh, onde xt
e´ dada em (6.4).
xt(λ) =
 e−λt se λ ∈ [0, 1]0 se λ 6∈ [0, 1] (6.4)
Assim, a extensa˜o de Zadeh x̂t(λ) e´ dada por (6.5).
x̂t(λ)(x) =
 1 se e−t ≤ x ≤ 10 se x 6∈ [e−t, 1] (6.5)
Agora supondo que os valores de c tenham possibilidades distintas de ocorreˆncia, de acordo
com a func¸a˜o de pertineˆncia ρ, como e´ mostrado na Figura 6.2, onde ρ ∈ [0, 1] indica a
plausibilidade do valor c ocorrer. Note que ρ possui func¸a˜o de pertineˆncia triangular.
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Utilizaremos a extensa˜o de Zadeh para obter λ̂, a func¸a˜o de pertineˆncia de λ, supondo que
o n´ıvel de CD4+ tem func¸a˜o de pertineˆncia dada por ρ. Classificamos o CD4+ em treˆs casos:
baixo, me´dio e alto.
1. CD4+ baixo:
Neste caso, cmin > c¯+δ e a func¸a˜o de pertineˆncia λ̂(ρ) indica a possibilidade de λ ∈ [0, 1]
ocorrer e´ dada por (6.6), pelo Princ´ıpio de Extensa˜o e admitindo as curvas λ Figura 6.1
e ρ Figura 6.2, temos:
λ̂(ρ)(λ) =
 1 se λ = 10 se λ 6= 1 (6.6)
Assim, a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica no instante t e´ dado pela func¸a˜o de
pertineˆncia (6.7).
x̂t(λ̂(ρ))(x) =
 1 se x = e−t0 se x 6= e−t (6.7)
2. CD4+ e´ alto:
Neste caso, tomamos cM ≤ c¯− δ e c¯ + δ ≤ cmax e a func¸a˜o de pertineˆncia λ̂(ρ) indica a
possibilidade de λ ∈ [0, 1] ocorrer e´ dada por (6.8).
λ̂(ρ)(λ) =
 1 se λ = 00 se λ 6= 0 (6.8)
Assim, a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica no instante t e´ dado pela func¸a˜o de
pertineˆncia (6.9).
x̂t(λ̂(ρ))(x) =
 1 se x = 10 se x 6= 1 (6.9)
.
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3. CD4+ e´ me´dio:
Neste caso, tomamos c¯ − δ > cmin e c¯ + δ < cM . Sabemos que λ(c) =
−c+cM
cM−cmin
, logo
c = cmin − λ(c)(cM − cmin), substituindo este valor na func¸a˜o ρ, determinamos a func¸a˜o
de pertineˆncia λ̂(ρ) que indica a possibilidade de λ ∈ [0, 1] ocorrer, dada pela expressa˜o
(6.10).
λ̂(ρ)(λ) =

1
δ
(cM − λ(c)(cM − cmin)− c¯+ δ) se
−c¯+cM
cM−cmin
< λ(c) < −c¯+δ+cM
cM−cmin
−1
δ
(cM − λ(c)(cM − cmin)− c¯− δ) se
−c¯−δ+cM
cM−cmin
< λ(c) < −c¯+cM
cM−cmin
0 caso contra´rio
(6.10)
Sabemos que: x(t) = e−λ(c)t. Para t > 0 fixo, λ(c) = − ln x
t
. Substituindo o valor de
λ, determinamos a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica no instante t pela func¸a˜o de
pertineˆncia (6.11).
x̂(λ̂(ρ))(x) =

1
δ
(cM +
ln x
t
(cM − cmin)− c¯+ δ) se e
−λ(c¯−δ)t < x < e−λ(c¯)t
−1
δ
(cM +
ln x
t
(cM − cmin)− c¯− δ) se e
−λ(c¯)t < x < e−λ(c¯+δ)t
0 caso contra´rio
(6.11)
A Figura 6.3 mostra as func¸o˜es de pertineˆncia de λ dada pela extensa˜o de Zadeh nos treˆs
casos, para CD4+ baixo, me´dio e alto e a Figura 6.4 mostra func¸o˜es de pertineˆncia de x(λ̂(ρ))
dada pela extensa˜o de Zadeh para os treˆs casos baixo, me´dio e alto.
A seguir, calcularemos a extensa˜o de Zadeh utilizando a func¸a˜o composta xt ◦ λ e compa-
ramos com os ca´lculos feitos nesta subsec¸a˜o para os casos do CD4+ baixo, me´dio e alto.
6.2.2 Extensa˜o de Zadeh x̂t ◦ λ(ρ)
Neste caso, encontraremos a func¸a˜o composta xt ◦ λ que representara´ a proporc¸a˜o da
populac¸a˜o assintoma´tica no instante t, levando em conta que o n´ıvel de CD4+ tenha uma
distribuic¸a˜o de possibilidades.
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Figura 6.3: Func¸o˜es de pertineˆncia de λ para CD4+ baixo, me´dio e alto.
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Figura 6.4: Func¸o˜es de pertineˆncia de x(λ̂(ρ)) para CD4+ baixo, me´dio e alto.
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xt(λ(c)) =

e−t se c < cmin
e−λ(c)t se cmin ≤ c ≤ cM
1 se c > cM
.
em que λ(c) = −c+cM
cM−cmin
.
Obteremos a extensa˜o de Zadeh de xt ◦ λ para os treˆs casos de CD4+.
1. CD4+ baixo:
Neste caso, cmin > c¯ + δ e a func¸a˜o de pertineˆncia da proporc¸a˜o de indiv´ıduos assin-
toma´ticos em cada instante t e´ dada por 6.12
x̂t ◦ λ(ρ)(x) =
 1 se x = e−t0 se x 6= e−t (6.12)
2. CD4+ e´ alto:
Neste caso, tomamos cM ≤ c¯− δ e c¯+ δ ≤ cmax e a func¸a˜o de pertineˆncia da proporc¸a˜o
da populac¸a˜o assintoma´tica em cada instante t e´ dada por 6.13
x̂t ◦ λ(ρ)(x) =
 1 se x = 10 se x 6= 1 (6.13)
3. CD4+ e´ me´dio:
Neste caso, tomamos c¯− δ > cmin e c¯ + δ < cM e a func¸a˜o de pertineˆncia da proporc¸a˜o
da populac¸a˜o assintoma´tica em cada instante t e´ dada por 7.1
x̂t ◦ λ(ρ)(x) =

1
δ
(cM +
ln x
t
(cM − cmin)− c¯+ δ) se e
−λ(c¯−δ)t < x < e−λ(c¯)t
−1
δ
(cM +
ln x
t
(cM − cmin)− c¯− δ) se e
−λ(c¯)t < x < e−λ(c¯+δ)t
0 caso contra´rio
(6.14)
A Figura 6.5 mostra as func¸o˜es de pertineˆncia de xt ◦ λ(ρ) dada pela extensa˜o de Zadeh
nos treˆs casos, para CD4+ baixo, me´dio e alto.
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Figura 6.5: Func¸o˜es de pertineˆncia de x̂t ◦ λ para CD4+ baixo, me´dio e alto.
6.2.3 Conclusa˜o
Conclu´ımos que para os treˆs casos do n´ıvel de CD4+ temos x̂t ◦ λ(ρ) igual a x̂t(λ̂(ρ)) em
cada instante t fixo.
Na pro´xima sec¸a˜o, apresentaremos um me´todo de encontrar uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o
diferencial na˜o-autoˆnoma a partir de uma equac¸a˜o autoˆnoma, um valor inicial fuzzy, o princ´ıpio
de extensa˜o, e a defuzzificac¸a˜o com o centro de gravidade.
6.3 Motivac¸a˜o para Determinar a Evoluc¸a˜o da Popu-
lac¸a˜o HIV Assintoma´tica
Nesta sec¸a˜o faremos uma abordagem do modelo (4.3), com a taxa de transfereˆncia de-
pendendo do CD4+ (Jafelice et al., 2003b). Dada a base de regras fuzzy, constru´ıda com
conhecimento me´dico na sec¸a˜o 5.2.1, e usando a infereˆncia de Mamdani com o me´todo de
defuzzificac¸a˜o do centro de gravidade, no´s podemos estimar λ(v, c) para os valores da carga
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viral v e os respectivos valores do n´ıvel de CD4+, equac¸a˜o (6.15).
c(v) =
r
a+ βv
(6.15)
Quando a superf´ıcie da taxa de transfereˆncia produzida pela infereˆncia fuzzy e a defuzzifi-
cac¸a˜o e´ interceptada com o grafo de (6.15), o resultado e´ a curva ’linear por partes’ mostrada
na Figura 6.6. Quando no´s 1) aproximamos a curva da taxa de transfereˆncia defuzzificada pela
curva suave λ(v, c), e 2) projetamos a curva suave λ(v, c) no plano da taxa de transfereˆncia
versus o n´ıvel CD4+, a projec¸a˜o torna-se (6.16), ilustrada na Figura 6.1.
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λ(c) =

1 se c < cmin
cM−c
cM−cmin
cmin ≤ c ≤ cM
0 se cM < c < cmax
(6.16)
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Na Figura 6.1, cmin e´ o valor mı´nimo do n´ıvel de CD4+ para que a chance de um indiv´ıduo
tornar-se sintoma´tico e´ ma´xima, cM e´ o valor para a chance de tornar-se sintoma´tico e´ mı´nima,
e cmax e´ o maior valor poss´ıvel do n´ıvel de CD4+.
A partir de (4.3) e (6.16), no´s conclu´ımos:
dx
dt
= −λ(c)x x(0) = 1
dy
dt
= λ(c)x = λ(c)(1− y) y(0) = 0 (6.17)
Resolvendo (6.17), no´s temos:
x(t) = e−λ(c)t
y(t) = 1− e−λ(c)t, t > 0. (6.18)
Como discutimos previamente, o n´ıvel de CD4+ e´ uma informac¸a˜o importante para acom-
panhar a evoluc¸a˜o dos sintomas do HIV. Assumimos que o modelo microsco´pico (3.7) descreve
o comportamento do n´ıvel de CD4+ no tempo (c(t)) para a populac¸a˜o. Se no´s assumimos
(6.18) e (6.16) temos x(t) = e−λ(c(t))t. Entretanto, se λ(c(t)) e´ diferencia´vel, enta˜o x(t) e´ a
soluc¸a˜o da seguinte equac¸a˜o diferencial
dx
dt
= −
[
λ(c(t)) + t
dλ
dt
(c(t))
dc
dt
(t)
]
x (6.19)
Na pra´tica, o valor de c(t) e´ impreciso porque inicialmente temos indiv´ıduos com diferentes
n´ıveis de CD4+ na populac¸a˜o. Entretanto assumimos que o valor inicial C0 e´ um conjunto
fuzzy. Portanto, o modelo populacional sugerido na verdade e´ uma equac¸a˜o diferencial na˜o-
autoˆnoma com um paraˆmetro fuzzy variando no tempo. Na pro´xima sec¸a˜o mostraremos como
encontrar uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma a partir do princ´ıpio da
extensa˜o, dada a soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial autoˆnoma correspondente e os valores do
paraˆmetro fuzzy variando no tempo.
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6.4 Me´todo para Encontrar a Soluc¸a˜o do Modelo da
Populac¸a˜o HIV Assintoma´tica.
O modelo da populac¸a˜o HIV assintoma´tica e´ um exemplo de equac¸a˜o diferencial fuzzy na˜o-
autoˆnoma, uma vez que (6.19) depende do paraˆmetro variando no tempo, o n´ıvel de CD4+,
no qual o valor inicial e´ um conjunto fuzzy. Um me´todo para obter uma soluc¸a˜o para (6.19),
dando um valor inicial fuzzy para c(t), e´ sintetizado na Figura 6.7.
Primeiro, notamos que a partir da base de regras fuzzy e o sistema de infereˆncia deter-
minamos a taxa de transfereˆncia λ(v, c) do modelo macrosco´pico, e usando a relac¸a˜o entre o
n´ıvel de CD4+ c e a carga viral v (6.15) no´s obtemos (6.16). Assim, a composic¸a˜o de (6.18)
com (6.16), para t fixo, denota por xt(c) e´
xt(c) =

e−t se c < cmin
e−λ(c)t se cmin ≤ c ≤ cM
1 se c > cM
(6.20)
em que λ(c) = cM−c
cM−cmin
. A seguir, assumimos que a populac¸a˜o de HIV-positiva estudada tem o
n´ıvel de CD4+ inicialmente caracterizado por uma func¸a˜o de pertineˆncia triangular uC0 para
C0, Figura 6.8:
uC0(c) =

0 se c ≤ c− δ
1
δ
(c− c+ δ) c− δ < c ≤ c
−1
δ
(c− c− δ) c < c ≤ c + δ
0 se c > c+ δ
(6.21)
O paraˆmetro c e´ o valor modal e δ a dispersa˜o do conjunto fuzzy C0, sendo que o domı´nio
de c conte´m cmin, cM e cmax .
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k>0
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Valor Fuzzy
Inicial
Modelo Microscópico
Base de Regras Fuzzy  e
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(v, c,λ)
λ(c)
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Extensão
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Centro de Gravidade
Defuzzificação
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Modelo Macroscópico
0C
( )tx c
( )t tx C
tC
( )x t
Figura 6.7: Me´todo para encontrar a soluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV assintoma´tica.
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Figura 6.8: Func¸a˜o de pertineˆncia para C0.
6.4.1 Soluc¸a˜o do Modelo Microsco´pico com Valor Inicial Fuzzy
Como sugerido em (Hu¨llermeier, 1997), (Oberguggenberger e Pittschmann, 1999) e (Mi-
zukoshi et al., 2003), no´s resolvemos o sistema de equac¸o˜es diferenciais na˜o-linear (3.7) para
cada valor de c0 no suporte de C0, isto e´, para cada c0 ∈ supp(C0). Assumimos que a soluc¸a˜o
correspondente c(t) tem o mesmo grau de pertineˆncia de c0. Entretanto a soluc¸a˜o de (3.7),
dado o valor inicial fuzzy C0, e´ um conjunto fuzzy Ct cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´ uCt. As
Figuras 6.9 e 6.10 ilustram a soluc¸a˜o obtida para C0 (da Figura 6.8) com c = 0.89 e δ = 0.1.
6.4.2 Soluc¸a˜o Obtida a partir do Princ´ıpio de Extensa˜o
Nesta subsec¸a˜o o princ´ıpio de extensa˜o e´ usado para obter a imagem do conjunto fuzzy Ct
atrave´s da func¸a˜o (6.20). Mais especificamente, a partir do princ´ıpio de extensa˜o temos, para
cada instante de tempo t:
uWt(xt(c)) = sup
c
uCt(c) (6.22)
em que Ct e´ o n´ıvel de CD4+ fuzzy em t cuja a func¸a˜o de pertineˆncia e´ uCt, Wt e´ o conjunto
fuzzy correspondente em t com func¸a˜o de pertineˆncia uWt. A Figura 6.11 ilustra Wt em t = 3.
As Figuras 6.12 e 6.13 mostram a soluc¸a˜o xt(Ct), assumindo Ct evoluindo como na Figura
6.10.
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t=0     tempo (t)
c(t)
Figura 6.9: Soluc¸a˜o c(t) para c0 ∈ supp(C0).
0   3  5     
tempo (t)
c(t)
Figura 6.10: Soluc¸a˜o fuzzy Ct em t = 3 e t = 5.
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Figura 6.11: Wt em t = 3.
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Figura 6.12: Grau de pertineˆncia da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica em cada instante
de tempo t.
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Figura 6.13: Soluc¸a˜o da populac¸a˜o fuzzy xt(Ct).
6.4.3 Defuzzificac¸a˜o da Soluc¸a˜o
No u´ltimo passo do me´todo, como indicado na Figura 6.7, encontramos uma soluc¸a˜o re-
presentativa. Uma forma de defuzzificac¸a˜o e´ o me´todo do centro de gravidade. Seja uWt a
func¸a˜o de pertineˆncia de xt(Ct). Denotando xt(c) por xt para simplificar a notac¸a˜o, a sa´ıda
real, x(t), e´ escolhida, em cada instante de tempo t, como segue:
x(t) =
∫
supp(Wt)
xtuWt(xt)dxt∫
supp(Wt)
uWt(xt)dxt
(6.23)
Por exemplo, para a soluc¸a˜o fuzzy dada na Figura 6.12 obtemos, usando o centro de
gravidade, a soluc¸a˜o defuzzificada ilustrada na Figura 6.14.
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6.5 Justificativa do Me´todo
A seguir, se x(t) e´ uma func¸a˜o diferencia´vel, mostramos que a defuzzificac¸a˜o pelo centro
de gravidade de (6.22) e´ uma soluc¸a˜o de (6.19). Seja
x(t) =
∫
supp(Wt)
xtuWt(xt)dxt∫
supp(Wt)
uWt(xt)dxt
(6.24)
Como
∫
supp(Wt)
uWt(xt)dxt e´ constante e
∫
supp(Wt)
uWt (xt)R
supp(Wt)
uWt(xt)dxt
dxt = 1, temos
x(t) =
∫
supp(Wt)
xt
uWt(xt)∫
supp(Wt)
uWt(xt)
dxt = E(xt) (6.25)
em que E(xt) pode ser visto como o valor esperado de xt. Como xt = e
−λ(c)t no´s obtemos
x(t) = E(e−λ(c)t) =
∫
supp(Ct)
e−λ(c)t
uCt(c)∫
supp(Ct)
uCt(c)
dc (6.26)
onde a segunda igualdade pode ser vista em (Mood et al., 1974). A partir do teorema do valor
me´dio para integrais ((Lima, 1976) pa´gina 260), do fato de f(c) = e−λ(c)t ser cont´ınua e p(c) =
uCt(c)R
supp(Ct)
uCt(c)dc
integra´vel e positiva, no´s temos x(t) = e−λ(c(t))t para algum c(t) ∈ supp(Ct).
Note que
e−λ(c(t))t =
∫
supp(Wt)
xtuWt(xt)dxt∫
supp(Wt)
uWt(xt)dxt
(6.27)
ou
λ(c(t)) = −
ln
( R
supp(Wt)
xtuWt(xt)dxt
R
supp(Wt)
uWt(xt)dxt
)
t
, t 6= 0 (6.28)
Veja Figura 6.15. Se λ(c(t)) e´ diferencia´vel em t, enta˜o x(t) (6.24) e´ uma soluc¸a˜o da equac¸a˜o
diferencial na˜o-autoˆnoma correspondente (6.19). Isto e´, a partir de uma equac¸a˜o diferencial
autoˆnoma, o me´todo gera uma soluc¸a˜o representativa (defuzzificada) x(t) que realmente e´
uma soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma (equac¸a˜o (6.19)).
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Figura 6.14: Comparac¸a˜o entre a soluc¸a˜o defuzzificada e os dados reais.
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Figura 6.15: λ(c(t)).
123
6.6 Comparando a Soluc¸a˜o Fuzzy com os Dados Reais
Como discutimos no cap´ıtulo 3, (Murray, 1990) apresenta o modelo de Anderson (3.1) com
ajuste da melhor curva para encontrar o paraˆmetro a a partir dos dados de (Peterman et al.,
1985). Usamos os dados de (Murray, 1990), mostrado na Figura 3.1, para encontrar a soluc¸a˜o
da populac¸a˜o assintoma´tica proveniente do modelo fuzzy (3.1), com cmin = 0.01 e cM = 0.95.
Como notamos na Figura 6.14, a soluc¸a˜o defuzzificada esta´ pro´xima dos dados, como faz o
modelo de Anderson. Entretanto, ao contra´rio do modelo de Anderson, uma soluc¸a˜o obtida
via metodologia baseada nos conjuntos fuzzy e´ fundamentada no conhecimento do especialista
e princ´ıpios biolo´gicos.
6.7 Resumo
Neste cap´ıtulo sugerimos uma metodologia para estudar a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV-
positiva para manifestac¸a˜o da AIDS, focalizando a taxa de transfereˆncia de assintoma´tica
para sintoma´tica, e com caracter´ısticas fuzzy nos valores do n´ıvel de CD4+. A principal
diferenc¸a entre o modelo cla´ssico (3.1) e o modelo fuzzy (4.3) e´ que o modelo fuzzy incorpora
o conhecimento do especialista, e os valores imprecisos inerentes aos paraˆmetros biolo´gicos,
enquanto o modelo cla´ssico na˜o explora. O modelo Anderson e´ originado do melhor ajuste
dos dados enquanto a metodologia fuzzy e´ constru´ıda a partir de princ´ıpios e informac¸o˜es
biolo´gicas. A metodologia baseada nos conjuntos fuzzy fornece uma caracterizac¸a˜o clara e
significativa do comportamento da populac¸a˜o assintoma´tica uma vez que e´ compa´tivel com
o conhecimento me´dico e percepc¸a˜o desta dinaˆmica. A soluc¸a˜o tem mostrado estar pro´xima
dos dados relatados na literatura.
No pro´ximo cap´ıtulo apresentaremos as concluso˜es e algumas ide´ias de trabalhos que po-
deremos desenvolver futuramente. Iniciaremos o estudo da taxa de retorno γ da populac¸a˜o
sintoma´tica para assintoma´tica, dependendo da carga viral e do n´ıvel de CD4+, quando a
populac¸a˜o recebe tratamento com terapia anti-retroviral.
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Cap´ıtulo 7
Conclusa˜o e Trabalhos Futuros
7.1 Conclusa˜o
Neste trabalho, apresentamos um modelo matema´tico da evoluc¸a˜o da populac¸a˜o HIV posi-
tiva para manifestac¸a˜o da AIDS. Este modelo e´ dado por um sistema de equac¸o˜es diferenciais
ordina´rias, cuja taxa de transfereˆncia da populac¸a˜o assintoma´tica para populac¸a˜o sintoma´tica
e´ considerada como um conjunto fuzzy que depende da carga viral e do n´ıvel de CD4+ dos
HIV positivos. Inicialmente, esta taxa de transfereˆncia e´ calculada dependendo da carga viral
e determinamos a esperanc¸a fuzzy da populac¸a˜o assintoma´tica para determinados grupos da
populac¸a˜o. A medida fuzzy utilizada e´ conservadora, no sentido que esta´ sendo levado em
conta o maior grau de infecc¸a˜o do grupo, pore´m o modelo fuzzy e´ mais otimista que o modelo
determin´ıstico (Jafelice et al., 2002b).
Posteriomente, com as informac¸o˜es do especialista calculamos a proporc¸a˜o da populac¸a˜o
assintoma´tica com a taxa de transfereˆncia dependendo do n´ıvel de CD4+. A esperanc¸a fuzzy
da populac¸a˜o assintoma´tica e´ calculada utilizando uma medida fuzzy otimista, no sentido que
consideramos o indiv´ıduo com maior n´ıvel de CD4+. Quando a dispersa˜o do grupo aproxima-
se de zero, a esperanc¸a fuzzy aproxima-se da soluc¸a˜o determin´ıstica (Jafelice et al., 2002a).
Nestes modelos, na˜o consideramos terapia anti-retroviral. A esperanc¸a fuzzy e´ calcula-
da para populac¸a˜o sintoma´tica, analisando a taxa de transfereˆncia dependendo do CD4+
como func¸a˜o da carga viral. Conclu´ımos que a esperanc¸a fuzzy de uma equac¸a˜o diferencial
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autoˆnoma e´ uma soluc¸a˜o de uma correspondente equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma (Jafelice
et al., 2003a).
Sugerimos um me´todo para encontrar uma soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial na˜o-autoˆnoma
a partir de uma equac¸a˜o autoˆnoma, um valor inicial fuzzy, o princ´ıpio de extensa˜o, e a de-
fuzzificac¸a˜o com o centro de gravidade. Experimentos computacionais mostram que a soluc¸a˜o
dada pela metodologia sugerida neste cap´ıtulo se aproxima dos dados (Jafelice et al., 2003b).
O esquema 7.1 mostra um resumo das contribuic¸o˜es do trabalho. Inclusive, apresenta o
modelo fuzzy de evoluc¸a˜o da manifestac¸a˜o da AIDS com tratamento de terapia anti-retroviral
que trataremos nos trabalhos futuros.
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c v β+=
MODELOS CLÁSSICOS
  MODELO
MACROSCÓPICO
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dx
atx
dt
= −
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( )dx v x
dt
λ=−
( )dx c x
dt
λ=−
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FEV( , )dx v c xdt λ= −
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Figura 7.1: Contribuic¸o˜es do trabalho.
7.2 Trabalhos Futuros
Nas pro´ximas subsecc¸o˜es mostraremos algumas ide´ias que iniciamos e que futuramente
podera˜o ser mais desenvolvidas, dando continuidade a` pesquisa.
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7.2.1 Modelo Fuzzy de Evoluc¸a˜o da Manifestac¸a˜o da AIDS com
Tratamento
Desde o ı´nicio da de´cada de 90, o Ministe´rio da Sau´de vem intensificando sua pol´ıtica de
sau´de pu´blica em HIV/AIDS, visando melhorar a qualidade da assisteˆncia aos pacientes, por
meio da introduc¸a˜o de servic¸os de diagno´sticos, treinamento e capacitac¸a˜o de profissionais
de sau´de nesta a´rea. Ressaltamos, dentre as diversas ac¸o˜es, o oferecimento do diagno´stico
aos pacientes e terapia anti-retroviral para pacientes portadores do HIV, disponibilizac¸a˜o de
profissionais capacitados para a abordagem efetiva dos pacientes infectados. Dos pa´ıses em
desenvolvimento, o Brasil destaca-se pela pol´ıtica de controle a` AIDS (www.aids.gov.br). Ape-
sar dos avanc¸os ocorridos com a terapia anti-retroviral, o uso de novas drogas e estrate´gias
de tratamento necessitam de maiores estudos para permitir o seu uso mais amplo na pra´tica
cl´ınica com efica´cia e seguranc¸a. As Figuras 3.9 e 3.11, ilustram como os inibidores da trans-
criptase reversa e os inibidores da protease agem no organismo humano para combater o virus
HIV.
A pol´ıtica do Ministe´rio da Sau´de de garantir acesso a` terapia com anti-retrovirais para
os indiv´ıduos HIV+ e pacientes contaminados, demandou a criac¸a˜o de uma rede de labo-
rato´rios de sau´de pu´blica capacitada para realizar exames complementares que permitissem
avaliar tanto a necessidade de iniciar um tratamento como monitorar a efica´cia do esquema
terapeˆutico utilizado. A decisa˜o quanto ao esquema a ser utilizado na terapia inicial devera´
ser feita de forma individualizada, baseando-se nos paraˆmetros cl´ınicos, laboratoriais e farma-
colo´gicos das drogas anti-retrovirais dispon´ıveis. A terapia inicial deve ser composta por, pelo
menos, dois inibidores da transcriptase reversa ana´logos de nucleos´ıdeo, podendo-se associar
um inibidor da transcriptase reversa na˜o-ana´logo de nucleos´ıdeo ou um inibidor da protease
viral em situac¸o˜es espec´ıficas. A terapia com treˆs inibidores da transcriptase reversa, devido
a` pouca experieˆncia com seu uso e o risco de menor efica´cia em pacientes com carga viral
elevada, deve ter o seu uso restrito a situac¸o˜es especiais. A monoterapia e´ considerada um
tratamento inadequado e na˜o deve ser utilizada. As drogas anti-retrovirais devem ser todas
iniciadas ao mesmo tempo e em doses completas.
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A na˜o-adesa˜o e´ a causa mais frequ¨ente de falha do tratamento. Entre os fatores que podem
levar ‘a baixa adesa˜o ao tratamento esta˜o: a ocorreˆncia de efeitos colaterais, nu´mero elevado
de comprimidos, restric¸a˜o alimentar, ha´bitos de vida, na˜o-compreensa˜o da prescric¸a˜o, a falta
de informac¸a˜o sobre riscos da na˜o-adesa˜o e esquemas de doses incompat´ıveis com as atividades
dia´rias do paciente. O uso de medicamentos em doses irregulares acelera o processo selec¸a˜o
de cepas virais resistentes.
Nesta subsec¸a˜o, trataremos dois modelos, um sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias
com paraˆmetro fuzzy para modelar a adesa˜o regular ao tratamento da AIDS. Este paraˆmetro
fuzzy, representa a taxa de retorno da proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica para assintoma´tica,
dos pacientes que aderem regularmente ao tratamento, que inclusive e´ de grande interesse na
a´rea me´dica. E utilizaremos um sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias com paraˆmetro
fuzzy para modelar a evoluc¸a˜o da AIDS com tratamento, sem adesa˜o regular ao tratamento.
Modelo de Evoluc¸a˜o da AIDS com Adesa˜o Regular ao Tratamento
Segundo o especialista Dr. Francisco Hideo Aoki, professor do Departamento de Cl´ınica
Me´dica da Faculdade de Cieˆncias Me´dicas da UNICAMP, se aos primeiros sintomas da AIDS,
os indiv´ıduos sintoma´ticos aderirem ao tratamento de forma adequada, isto e´, se a adesa˜o
ao tratamento for de 95% a 100%, em geral de treˆs a seis meses, os indiv´ıduos podera˜o ter
grande recuperac¸a˜o do ponto de vista cl´ınico, a ponto de se tornarem assintoma´ticos. Para
avaliar a eficieˆncia do tratamento, os especialistas da a´rea me´dica teˆm grande interesse em
quantificar a taxa de retorno a` classe dos indiv´ıduos assintoma´ticos. Desta forma, sugerimos
as seguintes equac¸o˜es diferenciais para modelar a evoluc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica para a
populac¸a˜o assintoma´tica com adesa˜o regular ao tratamento:
dx
dt
= γ(v, c)y = γ(v, c)(1− x) x(0) = 0
dy
dt
= −γ(v, c)y y(0) = 1 (7.1)
em que x e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica e y e´ a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica
e γ e´ a taxa de retorno da populac¸a˜o sintoma´tica para assintoma´tica. Como ja´ vimos no
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cap´ıtulo 4, a quantificac¸a˜o da carga viral e a contagem de CD4+ sa˜o utilizadas para iniciar ou
alterar terapeˆutica anti-retroviral. A ide´ia em (7.1) foi construir um modelo fuzzy que gradue
γ dependendo de v e c. Assim, nos parece razoa´vel que o controle de γ, e consequentemente
da populac¸a˜o y (sintoma´tica), pode ser feito a partir de v e c. No cap´ıtulo 4 vimos que
cada paciente possui uma taxa de transfereˆncia λ depende das condic¸o˜es individuais, o mesmo
acontece com a taxa de retorno γ.
Resolvendo a primeira equac¸a˜o de (7.1), temos:
y(t) = y0e
−γ(v,c)t. (7.2)
Com a condic¸a˜o inicial y0 = y(0) = 1, temos:
x(t) = 1− e−γ(v,c)t
y(t) = e−γ(v,c)t, t > 0. (7.3)
De maneira ana´loga ao que foi visto no cap´ıtulo 5, faremos um estudo considerando o
conhecimento do especialista (me´dicos) e a taxa de retorno γ dependendo da carga viral v e
do n´ıvel de CD4+ (c).
Varia´veis Lingu¨´ısticas e Base de Regras
Como fizemos anteriormente, vamos estimar a taxa de retorno γ = γ(v, c) baseada nas
informac¸o˜es me´dicas. Adotando a base de regras fuzzy assumindo antecedentes a carga viral
V e o n´ıvel de CD4+ e, e a taxa de retorno Γ como consequ¨ente. As func¸o˜es de pertineˆncia
sa˜o do tipo trapezoidal. Os termos lingu¨´ısticos para V sa˜o baixa, me´dia e alta e para CD4+
muito baixo, baixo, me´dio, me´dio alto e alto. Para a taxa de retorno γ sa˜o fraca, me´dia fraca,
me´dia e forte. O n´ıvel de CD4+ entre 0.2 e 0.5 cels/ml e´ dividido em duas faixas porque
a Tabela 4.1 relata uma fase importante da transfereˆncia de assintoma´tico para sintoma´tico,
quando divide a contagem de CD4+ de 0.35 a 0.5 cels/ml na˜o tratar e de 0.2 a 0.35 cels/ml
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considerar tratamento.
O me´todo de infereˆncia utilizado e´ o de Mamdani. Os valores assumidos para γ sa˜o
traduzidos pelas func¸o˜es de pertineˆncia como mostram Figuras 7.3, 7.4 e 7.5. Observando
que os valores da carga sa˜o divididos por 200000 co´pias de RNA/ml e levando em conta as
informac¸o˜es me´dicas, constru´ımos a Figura 7.2, com a base de regras:
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média
médio
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médio
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forte 
média
média
fraca 
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média  
média
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fraca fraca 
fraca 
média
fraca
média
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fraca
média
fraca
média
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Figura 7.2: Base de Regras Fuzzy.
Apartir do Sistema Baseado em Regras Fuzzy, obtivemos as Figuras 7.6 e 7.7. No cap´ıtulo
4, modelamos a taxa de transfereˆncia λ de assintoma´tico para sintoma´tico, obtivemos λ em
func¸a˜o da carga viral (v) com comportamento similar a Figura 7.7. Quando modelamos a
taxa de transfereˆncia λ de assintoma´tico para sintoma´tico, obtivemos λ em func¸a˜o do n´ıvel do
CD4+ (c) com comportamento similar a Figura 7.6. Desta forma, as Figuras 7.6 e 7.7 esta˜o
de acordo com o esperado porque γ e´ a taxa de retorno de sintoma´tico para assintoma´tico,
isto e´, γ tem um comportamento sime´trico a λ.
Assim, a partir de exames de carga viral e n´ıvel CD4+ de quatro pacientes do Hospital
das Cl´ınicas da UNICAMP, dados na Tabela 7.1, podemos obter as taxas de retorno destes
pacientes utilizando o SBRF. Quando os valores da carga viral esta˜o abaixo do valor mı´nimo
que o teste laboratorial pode detectar, o resultado do exame sera´ computado por 0 co´pias/ml.
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Figura 7.3: Func¸o˜es de pertineˆncia da carga viral (V ).
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Figura 7.4: Func¸o˜es de pertineˆncia do n´ıvel de CD4+ .
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Figura 7.5: Func¸o˜es de pertineˆncia de taxa de retorno (Γ).
Figura 7.6: A taxa de retorno γ em func¸a˜o da carga viral (v).
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Figura 7.7: A taxa de retorno γ em func¸a˜o do n´ıvel de CD4+ (c).
A Tabela 7.2 representa as taxas de retorno γ de sintoma´tico para assintoma´tico de quatro
pacientes.
Na Figura 7.8, podemos observar que os pacientes teˆm variac¸o˜es na taxa de retorno de
sintoma´tico para assintoma´tico. Isto pode ocorrer devido a va´rios fatores como ja´ citamos
anteriormente: na˜o-adesa˜o adequada ao tratamento, falha cl´ınica, isto e´, aparecimento de
doenc¸as oportunistas; falha virolo´gica caracterizada por resisteˆncia viral ao tratamento ou
falha imunolo´gica que seria a queda significativa na contagem de ce´lulas CD4+.
Apresentaremos um modelo para uma populac¸a˜o de HIV-positivos com adesa˜o na˜o regular
ao tratamento, este comportamento e´ muito comum na populac¸a˜o HIV-positivo.
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Paciente 1 Paciente 2 Paciente 3 Paciente 4
Cargaviral1 950 400 190 4660
CD4+1 72 318 194 654
Cargaviral2 120 400 0 400
CD4+2 98 280 321 822
Cargaviral3 210 400 0 400
CD4+3 113 439 299 680
Cargaviral4 0 400 0 400
CD4+4 117 417 320 627
Cargaviral5 3100 0 80
CD4+5 355 240 918
Cargaviral6 0 0 0
CD4+6 354 235 734
Cargaviral7 0 480
CD4+7 421 905
Cargaviral8 0
CD4+8 820
Cargaviral9 0
CD4+9 694
Cargaviral10 270
CD4+10 743
Cargaviral11 0
CD4+11 591
Tabela 7.1: Resultados dos exames de carga viral (co´pias/ml) e n´ıvel de CD4+ (celu´las/mm3)
na˜o esta˜o normalizados.
Modelo Cla´ssico de Evoluc¸a˜o da AIDS com Tratamento
O modelo da evoluc¸a˜o da AIDS para uma populac¸a˜o que adere algum tratamento pode
ser descrito pelo sistema de equac¸o˜es diferenciais:
dx
dt
= −λx + γy x(0) = h
dy
dt
= λx− γy y(0) = 1− h, (7.4)
em que x+ y = 1 e 0 < h < 1.
Resolvendo a primeira equac¸a˜o de (7.4) com a condic¸a˜o inicial x(0) = h, temos:
x(t) =
γ − γe−(λ+γ)t
λ+ γ
+ he−(λ+γ)t (7.5)
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Paciente 1 Paciente 2 Paciente 3 Paciente 4
γ1 0 0.62 0.15 0.15
γ2 0.15 0.45 0.64 1
γ3 0.15 0.92 0.52 1
γ4 0.15 0.72 0.64 1
γ5 0.15 0.24 1
γ6 0.65 0.2 1
γ7 0.78 1
γ8 1
γ9 1
γ10 1
γ11 1
Tabela 7.2: Valores da taxa de retorno γ de sintoma´tico para assintoma´tico.
Como x + y = 1, temos:
y(t) =
λ+ γe−(λ+γ)t
λ+ γ
− he−(λ+γ)t (7.6)
Quando t → ∞ as expresso˜es (7.5) e (7.6) convergem para x → γ
λ+γ
e y → λ
λ+γ
, Figura
7.9.
Para que a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica seja pequena e a proporc¸a˜o da populac¸a˜o
assintoma´tica seja grande, isto e´, quando t →∞ devemos ter y → 0 e x → 1. Assim, a taxa
de retorno de sintoma´tico para assintoma´tico deve ser maior que a taxa de transfereˆncia de
assintoma´tico para sintoma´tico, isto e´, γ > λ, Figura 7.10.
A trajeto´rias das Figuras 7.9 e 7.10, mostram o comportamento das populac¸o˜es sin-
toma´ticas e assintoma´ticas quando t → ∞. Observe que na Figura 7.10, γ > λ, assim
temos que a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica tende a um valor maior que a proporc¸a˜o
da populac¸a˜o sintoma´tica, o que e´ muito deseja´vel.
Na pro´xima subsec¸a˜o trabalharemos o modelo (7.4) com os paraˆmetros fuzzy λ e γ depen-
dendo da carga viral V , do n´ıvel de CD4+ e da adesa˜o ao tratamento A, pois os especialistas
afirmam que estas treˆs varia´veis, que influenciam a taxa de transfereˆncia λ e a taxa de retorno
γ quando os indiv´ıduos HIV-positivos recebem tratamento.
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Figura 7.8: Taxa de retorno γ de quatro pacientes.
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Figura 7.9: Trajeto´rias de x(t) e y(t).
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Figura 7.10: Trajeto´rias de x(t) e y(t) com γ > λ.
Modelo Fuzzy da Evoluc¸a˜o da AIDS com Tratamento
Trataremos do modelo (7.4) com paraˆmetros fuzzy, isto e´, a taxa de transfereˆncia λ e a
taxa de retorno γ dependam da carga viral V , do n´ıvel de CD4+ e da adesa˜o ao tratamento
A. Assim, a evoluc¸a˜o da AIDS pode ser descrito pelas equac¸o˜es
dx
dt
= −λ(v, c, a)x + γ(v, c, a)y x(0) = h
dy
dt
= λ(v, c, a)x− γ(v, c, a)y y(0) = 1− h (7.7)
em que x+ y = 1 e 0 < h < 1.
De acordo com especialistas, a carga viral v, o n´ıvel de CD4+ e a adesa˜o ao tratamento a
esta˜o influenciando as taxas de transfereˆncia e retorno da populac¸a˜o dos HIV-positivos.
Nesta sec¸a˜o, utilizamos os termos lingu¨´ısticos para carga viral V , n´ıvel de CD4+ e a
para taxa de retorno Γ da sec¸a˜o 7.2.1. A adesa˜o ao tratamento A tem os termos lingu¨´ısticos
inadequada e adequada, conforme informac¸o˜es do Dr. Francisco Hideo Aoki dadas na sec¸a˜o
7.2. Para a taxa de transfereˆncia Λ os termos lingu¨´ısticos sa˜o fraca, me´dia fraca, me´dia e
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forte. As func¸o˜es de pertineˆncia utilizadas para carga viral V , n´ıvel de CD4+ e a para taxa
de retorno Γ sa˜o as Figuras 7.3, 7.4 e 7.5. As Figuras 7.11 e 7.12, indicam as func¸o˜es de
pertineˆncias para a adesa˜o ao tratamento A e taxa de transfereˆncia Λ.
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
adequada
 inadequada
aAdesão (A)
Figura 7.11: Func¸o˜es de pertineˆncia da adesa˜o ao tratamento A .
As regras fuzzy utilizadas foram feitas com as informac¸o˜es do especialista e o me´todo
de infereˆncia utilizado e´ o de Mamdani. Para adesa˜o inadequada ao tratamento com anti-
retrovirais, obtivemos as Figuras 7.13 e 7.14, para a taxa de transfereˆncia Λ e para taxa de
retorno Γ, respectivamente.
Para adesa˜o adequada ao tratamento com anti-retrovirais, obtivemos as Tabelas 7.15 e
7.16, para a taxa de transfereˆncia Λ e para taxa de retorno Γ, respectivamente.
A partir do Sistema Baseado em Regras Fuzzy obtivemos as Figuras 7.17, 7.18 com com-
portamento similar aos estudos anteriores para λ. As Figuras 7.20, 7.21 tem comportamento
sime´trico as Figuras 7.17, 7.18, pois estamos tratando da taxa de retorno γ dos sintoma´ticos
para assintoma´ticos. As Figuras 7.19 e 7.22 mostram o comportamento da taxa de trans-
fereˆncia λ e da taxa de retorno γ, respectivamente em func¸a˜o da adesa˜o a.
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Figura 7.12: Func¸o˜es de pertineˆncia de taxa de transfereˆncia (Λ).
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Figura 7.13: Base de regras fuzzy para Λ com adesa˜o inadequada.
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Figura 7.14: Base de regras fuzzy para Γ.
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Figura 7.15: Base de regras fuzzy para Λ.
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Figura 7.16: Base de regras fuzzy para Γ.
Figura 7.17: A taxa de transfereˆncia λ em func¸a˜o da carga viral (v) .
141
Figura 7.18: A taxa de transfereˆncia λ em func¸a˜o do n´ıvel de CD4+ (c) .
Figura 7.19: A taxa de transfereˆncia λ em func¸a˜o da adesa˜o ao tratamento (a) .
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Figura 7.20: A taxa de retorno γ em func¸a˜o da carga viral (v).
Figura 7.21: A taxa de retorno γ em func¸a˜o do n´ıvel de CD4+ (c).
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Figura 7.22: A taxa de retorno γ em func¸a˜o da adesa˜o ao tratamento (a).
Resumindo iniciamos nesta subsec¸a˜o um estudo sobre o modelo fuzzy utilizando tratamen-
to com terapia anti-retroviral, que sera´ muito importante para continuarmos nossos estudos
posteriormente. O comportamento de λ(v) e´ sime´trico ao comportamento de γ(v) e λ(c) e´
sime´trico ao comportamento de γ(c), isto tem sentido porque λ e´ a taxa de assintoma´tico
para sintoma´tico e γ e´ a taxa de sintoma´tico para assintoma´tico. O comportamento ilustrado
nas Figuras 7.19 e 7.22 esta˜o de acordo com o esperado, pois na Figura 7.19 quando a adesa˜o
ao tratamento aumenta λ decresce, isto e´, a taxa de transfereˆncia de assintoma´tico para sin-
toma´tico diminui e na Figura 7.22 quando a adesa˜o ao tratamento aumenta γ cresce, isto e´, a
taxa de transfereˆncia de sintoma´tico para assintoma´tico aumenta. Utilizamos dados de exa-
mes de carga viral e n´ıvel de CD4+ de quatro pacientes, com adesa˜o regular ao tratamento,
para observar a taxa de retorno de sintoma´tico para assintoma´tico de cada um. Obtemos as
trajeto´rias da proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica e da proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica
quando t→∞, podendo a partir das condic¸o˜es iniciais da taxa de transfereˆncia e da taxa de
retorno, dar a` cieˆncia me´dica uma estimativa da eficieˆncia de sua metodologia no controle da
evoluc¸a˜o da AIDS.
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7.2.2 Extensa˜o de Zadeh para uma Faixa
No cap´ıtulo 3, apresentamos o modelo microsco´pico (3.7) dado por um sistema de equac¸o˜es
diferenciais. Se considerarmos a primeira equac¸a˜o deste sistema de equac¸o˜es diferenciais igual
a zero, obteremos a seguinte expressa˜o n(v) = r
a+βv
, isto e´, as ce´lulas na˜o infectadas em func¸a˜o
de v´ırus livre. No cap´ıtulo 5, utilizamos a extensa˜o de Zadeh para, a partir da distribuic¸a˜o
da carga viral na populac¸a˜o, determinarmos a distribuic¸a˜o do CD4+ na populac¸a˜o. Os
paraˆmetros la´ utilizados foram r = 0.3, a = 0.1 e β = 1, em que r e´ a produc¸a˜o dia´ria de
CD4+ no organismo. Especialistas afirmam que esta produc¸a˜o dia´ria de CD4+ no organismo
nos HIV positivos aumenta, isto e´, o organismo tenta reagir quando o HIV comec¸a seu ataque
a`s ce´lulas de CD4+. Assim, um trabalho interessante seria variar os valores de r e utilizar
a extensa˜o de Zadeh para, a partir da distribuic¸a˜o triangular da carga viral da populac¸a˜o,
determinarmos a distribuic¸a˜o do CD4+ na populac¸a˜o. Simulamos curvas com r = 0.2, r = 0.3
e r = 0.4 e utilizando a extensa˜o de Zadeh no domı´nio da distribuic¸a˜o da carga viral para
uma relac¸a˜o bina´ria, determinamos o conjunto fuzzy do n´ıvel de CD4+, Figura 7.23.
Carga Viral (v)
Nivel de CD4+ (c)
Figura 7.23: Extensa˜o de Zadeh para uma faixa.
Acreditamos que se trabalharmos com uma faixa, nossos modelos podera˜o tornar-se mais
realistas. Ou ainda, como na pro´xima subsec¸a˜o, as curvas que compo˜em faixa tera˜o graus de
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pertineˆncia diferentes, o conjunto fuzzy da carga viral e´ triangular. Utilizaremos a extensa˜o
cil´ındrica para encontrarmos a distribuic¸a˜o do CD4+ na populac¸a˜o.
7.2.3 Extensa˜o Cil´ındrica para Determinar o Conjunto Fuzzy para
CD4+
A teoria que utilizamos nesta subsec¸a˜o esta´ no cap´ıtulo 2. Nesta subsec¸a˜o, mostraremos
algumas simulac¸o˜es, para visualizarmos a distribuic¸a˜o do CD4+ na populac¸a˜o. A Figura 7.24
mostra a extensa˜o cil´ındrica Vc com base na distribuic¸a˜o da carga viral na populac¸a˜o.
Figura 7.24: Extensa˜o cil´ındrica Vc com base na distribuic¸a˜o da carga viral na populac¸a˜o.
A Figura 7.25 mostra a superf´ıcie da faixa do n´ıvel de CD4+ em func¸a˜o da carga viral
com os seus respectivos graus de pertineˆncia F ∗.
A Figura 7.26 mostra Vc e F
∗, em que Vc e´ a extensa˜o cil´ındrica com base na distribuic¸a˜o
da carga viral da populac¸a˜o e F ∗ e´ a relac¸a˜o fuzzy.
A Figura 7.27 mostra a intersecc¸a˜o I, intersecc¸a˜o entre Vc e F
∗, de projetada no eixo
CD4+, que fornece a distribuic¸a˜o do n´ıvel de CD4+ na populac¸a˜o, isto e´, o conjunto fuzzy
do n´ıvel de CD4+.
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Figura 7.25: Faixa com os graus de pertineˆncia F ∗.
Figura 7.26: Superf´ıcies Vc e F
∗.
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Figura 7.27: Intersecc¸a˜o I projetada no eixo CD4+.
Acreditamos que muitos estudos podera˜o ser feitos neste sentido a fim de obtermos resul-
tados que interessem a` sau´de pu´blica.
7.2.4 Influeˆncia da AIDS na Expectativa de Vida de uma Popu-
lac¸a˜o
Nesta subsec¸a˜o iniciamos um estudo da influeˆncia da AIDS na esperanc¸a de vida de uma
populac¸a˜o. Na Sec¸a˜o Pergunte ao Especialista (www.aids.gov.br) e´ afirmado, que: ’No Brasil,
apo´s o uso da terapia anti-retroviral a queda da mortalidade foi de aproximadamente 50%,
ale´m da diminuic¸a˜o das internac¸o˜es hospitalares causadas pelas infecc¸o˜es oportunistas e melhor
qualidade de vida para o paciente’. Em reportagem de Vida e Sau´de de 04/07/2002, afirma-se
que: ’Os coquete´is de medicamentos reduzem a carga viral do HIV a n´ıveis indetecta´veis,
permitindo que as v´ıtimas retomem sua vida normal. Mas apenas uma minoria dos HIV
positivos tem acesso aos reme´dios. Sem tratamento, muitas das milho˜es de pessoas infectadas
com o v´ırus va˜o morrer. Apenas na A´frica, vivem 28,5 milho˜es de pessoas com HIV/AIDS
e as consequ¨eˆncias podem ser catastro´ficas’. Assim, seria muito importante ter uma visa˜o
matema´tica desta situac¸a˜o.
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No Modelo, estamos supondo que num grupo de pessoas cuja ’causa mortis’ seja natural
e tambe´m influenciada pelo esta´gio da AIDS, e que na˜o entrem pessoas no grupo, isto e´:
nem nascimentos ou migrac¸o˜es. O nu´mero de indiv´ıduos, n(t), vivos no instante t satisfaz a`
equac¸a˜o diferencial
dn
dt
= −(λ1 + φ(v, c)λ2)n (7.8)
em que λ1 e´ a taxa de mortalidade natural, sendo que φ(v, c) indica o grau de influeˆncia da
AIDS na mortalidade e λ2 uma constante oportuna de cada grupo que depende do comporta-
mento social e ambiental do grupo.
(Novak e Bangham, 1996) fazem um estudo sobre a dinaˆmica do retrov´ırus HIV e do
linfo´cito T CD4+, obtendo o CD4+ (c) em func¸a˜o da carga viral (v). A partir da´ı, e das
informac¸o˜es de especialistas, chegamos que φ(v), que indica o grau de influeˆncia no aumento
da taxa de mortalidade do grupo, tem a forma mostrada na Figura 7.28.
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Carga Viral (v)
φ(v,c)
c(v)
Nivel de CD4+ (c)
Ta
xa
 d
e 
in
flu
en
ci
a 
(φ)
Figura 7.28: Grau de influeˆncia da AIDS, φ(v) e a curva c(v) obtida do modelo (3.7), no plano
v × c.
Assim, em cada instante t, o nu´mero de indiv´ıduos e o nu´mero me´dio sa˜o:
n(t) = n(0)e−(λ1+φ(v)λ2)t (7.9)
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〈n(t)〉 = n(0)
∫
R
e−(λ1+φ(v)λ2)t
ρ(v)
δ
dv (7.10)
A expectativa(E) de vida do grupo e´ dada por
E =
∫
R
1
λ1 + φ(v)λ2
ρ(v)
δ
dv (7.11)
em que ρ(v)
δ
e´ a densidade de distribuic¸a˜o da carga viral.
Este e´ um estudo que faremos com mais detalhes no futuro, podendo trazer resultados impor-
tantes para melhorar e enriquecer nosso trabalho.
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Apeˆndice A
Func¸o˜es H(α) e H1(α)
Neste apeˆndice apresentamos as manipulac¸o˜es alge´bricas realizadas na obtenc¸a˜o das func¸o˜es
H(α) e H1(α) introduzidas no cap´ıtulo 4. Explanamos na sec¸a˜o A.1 os ca´lculos de H(α) e na
sec¸a˜o A.2 os de H1(α).
A.1 Ca´lculo de H(α)
No ca´lculo da esperanc¸a fuzzy para a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica, no caso
da carga viral me´dia, foi utilizada a expressa˜o (4.9) para a func¸a˜o H(α). As manipulac¸o˜es
alge´bricas para a obtenc¸a˜o de (4.9) sa˜o mostradas a seguir.
Considerando H(α) = µ{v | x(v) ≥ α}, para cada t > 0. Para α = 0 e α = 1, temos:
H(0) = µ{v | x(v) ≥ 0} = µ[0, 1] = 1 e H(1) = µ{v | x(v) ≥ 1} = µ[0, vmin]. Para
0 < α < 1, temos
H(α) = µ{v | x(v) ≥ α} = µ{v | e−λ(v)t ≥ α} = µ{v | λ(v) ≤ −
lnα
t
} =
=

µ[0, vmin] se −
lnα
t
≤ 0
µ[0, a] se 0 < − lnα
t
≤ 1
1 se − lnα
t
> 1
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=
µ[0, vmin] se α = 1
µ[0, a] se e−t ≤ α < 1
1 se α < e−t
(A.1)
em que
a = vmin + (vM − vmin)(−
lnα
t
) (A.2)
desta forma vmin < a ≤ vM . Para obter µ[0, a], vamos definir uma medida fuzzy, adequada
para o caso estudado.
Para qualquer subconjunto A de nu´meros reais, sua medida fuzzy e´ dada por
µ(A) =
 supv∈A ρ(v) se A 6= ∅0 se A = ∅.
A Figura A.1, mostra o conjunto fuzzy triangular com carga viral me´dia, tomando v− δ >
vmin e v + δ < vM e H(1) = µ[0, vmin] = 0.
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v
1
v
max
vMvmin
 
Figura A.1: Carga viral me´dia.
Para calcularmos µ[0, a], levamos em conta a posic¸a˜o do ponto a (A.2), pois vmin < a ≤ vM .
A ana´lise e´ feita em treˆs casos; (A.3), (A.6) e (A.9).
1. Para
vmin < a ≤ v − δ (A.3)
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temos que µ[0, a] = 0. Para (A.3) determinamos o intervalo de definic¸a˜o de α. Substi-
tu´ımos (A.2) em (A.3), obtemos:
vmin < vmin + (vM − vmin)(−
lnα
t
) ≤ v − δ (A.4)
Portanto,
e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
≤ α < 1. (A.5)
2. No caso de
v − δ < a < v (A.6)
temos que µ[0, a] = ρ(a) = 1
δ
[vmin + (vM − vmin)(−
ln α
t
)− v + δ]. Substituindo (A.2) em
(A.6), obtemos:
v − δ < vmin + (vM − vmin)(−
lnα
t
) < v (A.7)
Portanto,
e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< α < e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
(A.8)
o que fornece o intervalo de definic¸a˜o de α.
3. Para
v ≤ a ≤ vM (A.9)
temos que µ[0, a] = 1 com procedimento ana´logo ao anterior obtemos
v ≤ vmin + (vM − vmin)(−
lnα
t
) ≤ vM . (A.10)
Portanto,
e−t ≤ α ≤ e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
. (A.11)
Observamos que na˜o e´ necessa´rio dividir o intervalo [v, vmin], pois µ[0, a] assume o valor
1 em todo intervalo.
De (A.1) e considerando (A.6), (A.8) e (A.11), obtemos:
H(α) =

1 se 0 < α ≤ e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
ρ(a) se e
−
“
v−vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
0 se e
−
“
v−δ−vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1
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em que ρ(a) = 1
δ
[vmin + (vM − vmin)(−
ln α
t
) − v + δ], que define a func¸a˜o H para todos os
pontos α entre 0 e 1.
A.2 Ca´lculo de H1(α)
Quando calcularmos a esperanc¸a fuzzy da taxa de transfereˆncia, para a carga viral me´dia
utilizamos a expressa˜o (4.15) para a func¸a˜o H1(α). As manipulac¸o˜es alge´bricas sa˜o analo´gas
aquelas apresentadas na sec¸a˜o A.1, mostradas a seguir.
Considerando H1(α) = µ{v | λ(v) ≥ α}, e´ fa´cil ver que para α = 0 e α = 1, enta˜o
H1(0) = 1 e H1(1) = µ[vM , vmax]. Para 0 < α < 1, temos
H1(α) =

1 se α = 0
µ[a1, vmax] se 0 < α < 1
µ[vM , vmax] se α = 1
(A.12)
A medida fuzzy e´ a mesma utilizada na sec¸a˜o A.1. Para calcularmos µ[a1, vmax], levamos
em conta a posic¸a˜o do ponto a1, a1 = vmin + (vM − vmin)α, pois vmin < a1 ≤ vM . Vamos
analisar treˆs casos (A.13), (A.16) e (A.19).
1. Para
vmin < a1 ≤ v (A.13)
temos que µ[a1, vmax] = 1. Para (A.13) determinamos o intervalo de definic¸a˜o de α.
Substitu´ımos a1 em (A.13), obtemos:
vmin < vmin + (vM − vmin)α ≤ v (A.14)
Portanto,
0 < α ≤
v − vmin
vM − vmin
. (A.15)
Observamos que na sec¸a˜o A.1 o limitante superior de a e´ v − δ, neste caso e´ v, pois
µ[a1, vmax] assume o mesmo valor em vmin < a1 ≤ v.
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2. Se
v < a1 ≤ v + δ (A.16)
temos que µ[a1, vmax] = ρ(a1) =
−1
δ
[vmin +(vM −vmin)α−v− δ], analogamente, obtemos
v < vmin + (vM − vmin)α ≤ v + δ. (A.17)
Portanto,
v − vmin
vM − vmin
< α ≤
v + δ − vmin
vM − vmin
. (A.18)
3. No caso
v + δ < a1 ≤ vM (A.19)
temos que µ[a1, vmax] = 0, analogamente, conclu´ımos que
v + δ − vmin
vM − vmin
< α ≤ 1, (A.20)
fornecendo o intervalo de definic¸a˜o de α.
De (A.12) e considerando (A.15), (A.18) e (A.20), obtemos
H1(α) =

1 se 0 < α ≤ v−vmin
vM−vmin
ρ(a1) = −
1
δ
[vmin + (vM − vmin)α− v − δ] se
v−vmin
vM−vmin
< α ≤ v−δ−vmin
vM−vmin
0 se v−δ−vmin
vM−vmin
< α ≤ 1
,
deduzindo a func¸a˜o H1(α).
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Apeˆndice B
Func¸o˜es H2(α), H3(α) e H4(α)
Neste apeˆndice apresentamos os ca´lculos para obter as func¸o˜es H2(α), H3(α) e H4(α)
introduzidas no cap´ıtulo 5. Exporemos as manipulac¸o˜es alge´bricas de H2(α) na sec¸a˜o B.1, de
H3(α) na sec¸a˜o B.2 e de H4(α) na sec¸a˜o B.3.
B.1 Ca´lculo de H2(α)
No ca´lculo da esperanc¸a fuzzy para a proporc¸a˜o da populac¸a˜o assintoma´tica, no caso do
n´ıvel de CD4+ me´dio, foi utilizada a expressa˜o (5.5) para a func¸a˜o H2(α). As manipulac¸o˜es
alge´bricas para a obtenc¸a˜o de (5.5) sa˜o mostradas a seguir.
Como vimos no Cap´ıtulo 2, o ponto fixo da func¸a˜o H2(α) = µ{c | x(c) ≥ α}, para cada
t > 0 fornece a FEV [x]. Para α = 0 e α = 1, temos:
H2(0) = µ{c | x(c) ≥ 0} = µ[0, 1] = 1 e H2(1) = µ{c | x(c) ≥ 1} = µ[cM , cmax].
Para 0 < α < 1, temos
H2(α) = µ{c | x(c) ≥ α} = µ{c | e
−λ(c)t ≥ α} = µ{c | λ(c) ≤ −
lnα
t
} =
=

µ[cM , cmax] se α = 1
µ[a2, cmax] se e
−t ≤ α < 1
1 se α < e−t
(B.1)
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em que
a2 = cM + (cM − cmin)(
lnα
t
), (B.2)
desta forma cmin < a2. Para determinar µ[a2, cmax], analo´go ao Apeˆndice A, vamos definir a
medida fuzzy por
µ(A) =
 supc∈A ρ(c) se A 6= ∅0 se A = ∅
para A ⊂ R.
A Figura B.1, mostra o conjunto fuzzy triangular com n´ıvel de CD4+ me´dio tomando
c− δ > cmin e c+ δ < cM e µ[cM , cmax] = 0. Para calcularmos µ[a2, cmax], levamos em conta a
U
 
O
c
1
c
max
cMcmin
 
Figura B.1: N´ıvel de CD4+ me´dio.
posic¸a˜o do ponto a2 (B.2), pois vmin < a2 ≤ vM . A ana´lise e´ feita em treˆs casos; (B.3), (B.6)
e (B.9).
1. Para
cmin < a2 ≤ c (B.3)
temos que µ[a2, cmax] = 1. Para (B.3) determinamos o intervalo de definic¸a˜o de α.
Substitu´ımos (B.2) em (B.3), obtemos:
cmin < cM + (cM − cmin)(
lnα
t
) ≤ c (B.4)
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Portanto,
e−t ≤ α < e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
. (B.5)
Observamos que na˜o e´ necessa´rio dividir o intervalo [cmin, c], pois µ[a2, cmax] assume o
valor 1 em todo intervalo.
2. No caso de
c < a2 < c+ δ (B.6)
temos que µ[a2, cmax] = ρ(a2) =
1
δ
[−cM − (cM − cmin)(
lnα
t
) + c + δ]. Substituindo (B.2)
em (B.6), obtemos:
c < cM + (cM − cmin)(
lnα
t
) < c+ δ (B.7)
Portanto,
e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
< α < e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
(B.8)
o que fornece o intervalo de definic¸a˜o de α.
3. Para
c+ δ ≤ a2 ≤ cM (B.9)
temos que µ[a2, cmax] = 0 com procedimento ana´logo ao anterior obtemos
c ≤ cM + (cM − cmin)(
lnα
t
) ≤ cM . (B.10)
Portanto,
e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
< α ≤ 1 (B.11)
De (B.1) e considerando (B.5), (B.8) e (B.11), obtemos:
H2(α) =

1 se 0 < α ≤ e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
ψ(a2) se e
−
“
−c+cM
cM−cmin
”
t
< α < e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
0 se e
−
“
−c−δ+cM
cM−cmin
”
t
< α ≤ 1,
(B.12)
definindo a func¸a˜o H2 para todos os pontos α entre 0 e 1.
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B.2 Ca´lculo de H3(α)
Quando calcularmos a esperanc¸a fuzzy da taxa de transfereˆncia, para o n´ıvel de CD4+
me´dio foi utilizada a expressa˜o (5.11) para a func¸a˜o H3(α). As manipulac¸o˜es alge´bricas sa˜o
analo´gas aquelas apresentadas na sec¸a˜o B.1, mostradas a seguir.
Considerando H3(α) = µ{c | λ(v) ≥ α}. E´ fa´cil ver que, se α = 0 e α = 1, enta˜o H3(0) = 1
e H3(1) = µ[0, cmin]. Para 0 < α < 1, temos
H3(α) =

1 se α = 0
µ[0, a3] se 0 < α < 1
µ[0, cmin] se α = 1
(B.13)
onde a3 = cM − (cM − cmin)α.
A medida fuzzy e´ a mesma utilizada na sec¸a˜o B.1. Para calcularmos µ[0, a3], levamos em
conta a posic¸a˜o do ponto a3; a3 = cM − (cM − cmin)α, pois cmin < a3 ≤ cM . Vamos analisar
treˆs casos (B.14), (B.17) e (B.20).
1. Para
cmin < a3 ≤ c− δ (B.14)
temos que µ[0, a3] = 0. Para (B.14) determinamos o intervalo de definic¸a˜o de α. Subs-
titu´ımos a3 em (B.14), obtemos:
cmin < cM − (cM − cmin)α ≤ c− δ (B.15)
Portanto,
−c + δ + cM
cM − cmin
< α < 1 (B.16)
2. Se
c− δ < a3 ≤ c (B.17)
temos que µ[0, a3] = ρ(a3) =
1
δ
[cM − (cM − cmin)α− c+ δ], analogamente, obtemos
c− δ < cM − (cM − cmin)α ≤ c. (B.18)
Portanto,
−c + cM
cM − cmin
< α ≤
−c + δ + cM
cM − cmin
. (B.19)
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3. No caso
c < a3 ≤ cM (B.20)
temos que µ[0, a3] = 1, analogamente, conclu´ımos que
−c + δ + cM
cM − cmin
< α < 1 (B.21)
fornecendo o intervalo de definic¸a˜o de α.
De (B.13) e considerando (B.16), (B.19) e (B.21), obtemos
H3(α) =

1 se 0 ≤ α ≤ −c+cM
cM−cmin
ψ1(a3) =
1
δ
[cM − (cM − cmin)α− c+ δ] se
−c+cM
cM−cmin
< α ≤ −c+δ+cM
cM−cmin
0 se −c+δ+cM
cM−cmin
< α < 1
, (B.22)
deduzindo a func¸a˜o H3(α).
B.3 Ca´lculo de H4(α)
No ca´lculo da esperanc¸a fuzzy para a proporc¸a˜o da populac¸a˜o sintoma´tica, no caso da
carga viral me´dia, foi utilizada a expressa˜o (5.28) para a func¸a˜o H4(α). As manipulac¸o˜es
alge´bricas para a obtenc¸a˜o de (5.28) sa˜o mostradas a seguir.
Considerando
H4(α) = µ{(v, c) : y(t, v, c) ≥ α} = µ{(v, c) : λ(v, c) ≥ −
ln(1− α)
t
} (B.23)
para cada t > 0, em que c e´ dado por c(v) = r
a+βv
.
A medida fuzzy utilizada e´ dada por:
µ(B) =
 1δ
∫
B
ρ(v)dv se B 6= ∅
0 se B = ∅
(B.24)
com B = [v(t), vmax]. Para 0 ≤ α < 1 e para cada t > 0, temos
H4(α) =

1 se − ln(1−α)
t
≤ 0
µ[v(t), vmax] se 0 < −
ln(1−α)
t
≤ 1
0 se − ln(1−α)
t
> 1
(B.25)
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sendo
v(t) = vmin −
ln(1− α)
t
(vM − vmin). (B.26)
Assim,
H4(α) =

1 se α = 0
µ[v(t), vmax] se 0 < α ≤ 1− e
−t
0 se α > 1− e−t
. (B.27)
Para calcularmos µ[v(t), vmax], levamos em conta a posic¸a˜o do ponto v(t) (B.27), pois
vmin < v(t) ≤ vM . A ana´lise e´ feita em quatro casos; (B.28), (B.31), (B.34) e (B.37).
1. Para
vmin < v(t) ≤ v − δ (B.28)
temos que µ[v(t), vmax] = 1, pois
1
δ
∫
B
ρ(v)dv = 1. Para (B.28) determinamos o intervalo
de definic¸a˜o de α. Substitu´ımos (B.26) em (B.28), obtemos:
vmin < vmin −
ln(1− α)
t
(vM − vmin) ≤ v − δ (B.29)
Portanto,
0 ≤ α ≤ 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
(B.30)
2. No caso de
v − δ < v(t) < v (B.31)
temos que µ[v(t), vmax] =
1
δ
(
δ − (v(t)−v+δ)(v(t)−v+δ)
2δ
)
= 1 − 1
2
(v(t)−v
δ
+ 1)2. Substituindo
(B.26) em (B.31), obtemos:
v − δ < vmin −
ln(1− α)
t
(vM − vmin) < v (B.32)
Portanto,
1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
(B.33)
o que fornece o intervalo de definic¸a˜o de α.
3. Para
v ≤ v(t) ≤ v + δ (B.34)
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temos que µ[v(t), vmax] =
1
δ
(
− (v+δ−v(t))(v(t)−v−δ)
2δ
)
= 1
2
(v−v(t)
δ
+ 1)2 com procedimento
ana´logo ao anterior obtemos
v ≤ vmin −
ln(1− α)
t
(vM − vmin) ≤ v + δ. (B.35)
Portanto,
1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
(B.36)
4. No u´ltimo caso
v + δ < v(t) < vM . (B.37)
Conclu´ımos que [v(t), vmax] = 0. Analogamente,
1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
≤ α < 1− e−t (B.38)
De (B.27) e considerando (B.30), (B.33), (B.36) e (B.38), obtemos:
H4(α) =

1 se 0 ≤ α ≤ 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
1− 1
2
(v(t)−v
δ
+ 1)2 se 1− e
“
−v+δ+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
1
2
(v−v(t)
δ
+ 1)2 se 1− e
“
−v+vmin
vM−vmin
”
t
< α ≤ 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
0 se 1− e
“
−v−δ+vmin
vM−vmin
”
t
≤ α < 1− e−t
0 se α > 1− e−t,
(B.39)
definindo desta forma H4(α).
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